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RESUMO

A proposta do presente trabalho consiste em resolver o problema do tracamento de raios
conectando posicoes de fontes aquelas onde se situam os receptores. Isto é, as posigoes da
fonte e do receptor sao conhecidas, e deseja-se achar a trajetéria do raio que os une num
campo de velocidades conhecido. Trata-se do classico problema de tracamento de raios
sismicos que liga dois pontos: o conhecido “two-point ray-tracing problem”. Para certos
modelos de campo de velocidades este problema pode ser resolvido analiticamente. Para eles,
podemos achar expressoes analiticas para o vetor vagarosidade na fonte, vetor que determina
a direcao inicial do raio na fonte visando atingir a posicao do receptor. Nestes casos, obtém-
se um tracado de raio exato e a posicao do receptor é encontrada em uma tunica iteracao,
isto é: o primeiro raio tracado ja resolve o problema. Entretanto, estes casos simples, que
admitem uma abordagem completamente analitica, sao pouco comuns e, também, pouco
realisticos. Faz-se necessario, portanto, utilizar métodos ntimericos para resolver o problema
quando abordagens analiticas se tornam muito complicadas ou, simplesmente, incapazes de
fazé-lo. Um dos métodos que se apresentam, é o conhecido método paraxial e no presente
trabalho sao propostos algoritmos capazes de resolvé-lo de uma maneira simples e objetiva,
utilizando tal método. Ele consiste de uma série de iteragoes nas quais o vetor vagarosidade é
atualizado em cada passo usando a diferenca entre a posicao do receptor e o ponto de chegada
do raio tracado, raio central, na superficie de observacao e uma teoria que permite estender
propriedades conhecidas do raio central, ja tracado, para um raio vizinho: o chamado raio
paraxial. Espera-se que este tultimo atravesse o modelo e conecte fonte ao receptor com
a exatidao desejada. Primeiramente, o problema é tratado para o caso do modelo cujo
quadrado da vagarosidade tem variagoes lateral e vertical lineares, neste caso, o problema é
resolvido analiticamente e numericamente, sendo que, neste 1ltimo modo, o método usado é
o paraxial. Em seguida, todos os modelos estudados o método usado foi somente o paraxial.
Tais modelos de campos de velocidades, ou melhor, campos do quadrado das vagarosidades,
foram os seguintes: com variacoes lateral quadratica e vertical linear, com variacoes lateral
e vertical quadraticas, e, por fim, aquele com variacoes lateral e vertical quadraticas com

termo cruzado.
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ABSTRACT

This work aim to solve the problem that consist in to linking source and receiver positions by
a trajectory of a ray. It means, source and receiver positions are known, and one wishes to
find a curve that connects them when the velocity field is known. This is the classic problem
to trace seismic rays that join two points: the so-called two-point ray-tracing problem. For
special velocity field models, the mentioned problem can be solved analytically. For them, we
can find analytical expressions for the slowness vector in the source. Such vector determines
the initial direction of the ray in the source such that the receiver position is reached. In
such case, it is obtained an exact ray tracing and the receiver position is found in just one
iteration; that is to say: the first traced ray already solves the problem. However, these
simple cases, that admit a completely analytical approach of the problem, are rare and, also
not very realistic. It is necessary, therefore, to use numerical methods to solve the problem
when analytical approaches become complicated or, even, unable to do it. The method that
is presented to solve the problem is the so-called paraxial method, and in this work are
proposed algorithms capable to solve it in a series of iterations in which the slowness vector
is updated in each step using the difference between receiver position and the arrival point
of the traced ray, central ray, in the surface of observation and, also a theory that allows
one to extend known properties of the central ray, which is already traced, to the neighbor
ray: the paraxial ray. It is expected that such ray crosses the model and connects source
to receiver within the desired accuracy. First of all, the problem is treated for the case in
which the square slowness has lateral and vertical linear variations, in this case, the problem
of the source-receiver connection by a ray is solved, both, analytically and numerically, by
the paraxial method. For all following models, only the paraxial method is applied. Such
models of velocity fields, or square slowness fields, are the following: with quadratic lateral
and linear vertical variation, with quadratic lateral and vertical variation, and, at finally,

with quadratic lateral and vertical variation with crossed term.
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INTRODUCAO

Na sismologia estuda-se a propagacao de ondas sismicas, originadas numa fonte e registradas
em receptores (estagoes sismolégicas), para modelar os possiveis diferentes dados sismicos
observados e buscando-se, com isso, compreender a estrutura interna da Terra. Um dos
métodos para a geragao (simula¢do de tais dados) baseia-se no tracamento de raios, que
pode nos permitir o calculo de dados tais como: tempo de transito e amplitude. Como
fontes e receptores estao situados em posicoes bem definidas nos modelos, surge o problema
colocado pela necessidade de conectar tais posicoes por um raio sismico. Este problema
tanto na sismologia quanto na sismica sao de mesma natureza, distinguindo-se apenas em
termos de escala e na forma da superficie de observacao: tendendo a ser plana na sismica e
esférica na sismologia. Entretanto, em ambos os casos, € possivel e comum termos fontes ou
receptores enterrados, o que nao altera a natureza do problema. Como exemplos de dominios
da sismica que tém interesse na resolug¢ao do problema temos: migragao (em migragao reversa
no tempo, tém-se o interesse de conectar fontes a pontos do modelo visando obter campos
de tempos), modelagem (geragao sintética de dados em pontos de observagao), inversao
(tomografia), teoria (resolucao da equagao do transporte usando o campo de tempos fornecido
pelo tragamento de raio e a teoria do raio propriamente dita) e etc. Duas escolas se dedicam a
resolucao do problema: aquela que mantém fixos os dois extremos do raio e procura encurva-
lo (“bending method”) e aquela que mantém fixo um extremo (geralmente a posi¢do da
fonte) e varia a direcao de “tiro” do raio (“shooting method”). Um exemplo dessa segunda
abordagem para a solucao do problema é o chamado método paraxial que é aqui usado
(Figueir6 & Madariaga, 1999). Os movimentos da onda sismica, considerados em termos
de altas frequéncias, obedecem as mesmas leis fisicas da dépticas, portanto podemos estudar
os raios sismicos explorando-se analogias e principios 6pticos. O principio de Fermat é que
governa a geometria do raio, isto é: a trajetéria do raio é resultante da aplicacao do principio
de Fermat a func¢ao que fornece o tempo de transito da onda em seu movimento ao longo de
caminhos que conectam dois pontos dados (Popov, 2002). Em outras palavras: o caminho

C que torna tal tempo minimo é a trajetoria procurada.



CAPITULO 1

ABORDAGEM ANALITICA DO
PROBLEMA

1.1 Aspectos Tedricos

Antes de tudo, faz-se necessario dizer que todos os modelos aqui estudados sao bidimensio-
nais, heterogénios e isotropicos; e que os raios estao representando trajetérias de perturbacoes

ondulatérias compressionais (ondas P).

As equagoes do raio sao fornecidas através da aplicacao do principio de Fermat ao seguinte

funcional:

ds
tCc)=[| =, (1.1)

cV
onde C' é um caminho que conecta dois pontos do modelo, ¢t é o tempo de transito da onda
ao longo de C, V' ¢é a velocidade da onda no meio representado pelo modelo e ds é o elemento

de comprimento de arco da curva C. Isto nos conduz ao seguinte par de equacdes (Cerveny,
1987):

(1.2)

onde X (7) = (z(7), 2(7)) ¢ o vetor posicao dos pontos da trajetéria do raio; P(t) é o vetor
vagarosidade sendo ele tangente & trajetéria do raio no ponto (z(7),z(7)); V = V(z,2) é
a velocidade da onda no ponto (x,z) do modelo e 7 é um parametro do caminho do raio

definido por:

t
r:/ V23dt, (1.3)
0

com ¢ sendo o tempo de transito da onda em sua viagem de X(0) a X(7) ao longo da
trajetéria do raio. O parametro 7 nao tem uma significacao fisica direta, entretanto sua

dimensao no sistema MKS ¢ do tipo L?*T~ .



1.1.1 Uma abordagem analitica

Para um modelo de campo de velocidades do tipo:
1
Va+bx+cz’

é possivel realizar um tratamento totalmente analitico para o problema de tracamento de

Vi(z,2) = (1.4)

raios conectando dois pontos do modelo, como é mostrado a seguir. A expressao de Vi (z, z)

nos permite escrever o quadrado da vagarosidade, S7, do seguinte modo:

1
S (x,2) = ———~ =a+bx +cz. 1.5
1( ) ‘/12(1,’2> ( )

Derivando-se a primeira equagao de (1.2) em relagdo a 7 temos:
X (r)  dP(r)
dr? dr

Esta ultima equagao juntamente com a segunda de (1.2) nos permite escrever a seguinte

. (1.6)

equacao diferencial ordinaria de segunda ordem:

diﬁﬂ - %ﬁ {m] . (1.7)

Substituindo-se em (1.7) a expressao de gz dada em (1.5), temos:
1

PX(r) 1o 1
I 2V(a + bz + cz) 5 (b, c) (1.8)

Logo,

dx 1

—==b 1.9

dr? 2 (1.9)
e

d?z 1

Resolvendo-se (1.9) e (1.10), temos:

_ b 2
iL’(T) = 47'2 + kl.T + k’g (111>
2(1) = §7° 4 ks + Ky
Entao,
> b
X(1) = (x(r),2(1)) = (172 + k1T + ko, 27’2 + kst + k4> . (1.12)

Estando a fonte S posicionada em (0,0) e sendo 0 o valor do parametro 7 para esta posigao,

temos:

X(0) = (ka, ks) = (0,0) = ky =0 e ky = 0. (1.13)



Entao,
_ b2
x(r) =37 + kT (1.14)
2(1) = 1% + kg7

Derivando-se X em fungao de 7, temos as coordenadas do vetor vagarosidade, isto é:

d)éiT) = (gT + K, gf + k:g) = (Py(7), P.(1)). (1.15)
Para 7 =0, temos:
(k17k3) = (Px(O),PZ(O)) = (PxO:PzO)7 (116)

onde (Pyg, P,o) é o vetor vagarosidade na fonte.

Sendo assim, as equacoes da trajetoria do raio sao:

{ z(T) = %7’2 + Pyo.T

1.17
2(1) = $7% + Py.7. (L17)

Supondo-se que o receptor estd posicionado em (R,0) e 7 = 75 é tal que )Z'(TR) = (R,0),

tem-se:
R =272 + Py.
ATk T Ha0 TR (1.18)
0= ZTR+PZO‘TR'
Logo,
—4P,
Srp+ Po=0= = —2, (1.19)
4 c
O Hamiltoniano
— - 1 — —
H(X, P) = 5[|P; — w*(X)] (1.20)
¢ igual a 0 sobre o raio, onde u = % Entao,
1]l = w*(X), (1.21)
também sobre o raio
Em particular, na fonte temos:
P2 + P2 =a. (1.22)
Substituindo (1.19) em (1.22), tem-se:
2
P2+ —7% =a. (1.23)

16



Usando a primeira equagao de (1.18) e (1.23), obtém-se:
R b \* ¢
Logo,

R* Rb  b*13 1R
— — —+ —==aq. 1.25
2 271 T ¢ (1.25)

Multiplicando-se (1.25) por T2 temos:

(> +c*) , Rb

T (7 +a)th + R* = 0. (1.26)
Fazendo-se
N = bQ;;CQ (1.27)
e
Ao = — (%b + a) (1.28)
tem-se:
MTh + AoTh + R? = 0. (1.29)
Chamando-se
T2 =&, (1.30)
chega-se a:
- Ao /A3 — 4)\1R2' (1.31)

2)\

Como a,b,c e R sao conhecidos; determina-se A\; e Ay por (1.27) e (1.28). Estes permitem a
obtengao de £ por (1.31) que, por sua vez, fornece 75 através de (1.30). Este ultimo, usando
(1.19), permite o calculo de P,g, que juntamente com (1.22) fornece P,y. Tem-se, entao, a

direcao P= (Pyo, P.o) de saida do raio da fonte para que este atinja R.



1.2 Aplicacao Numérica
1.2.1 Descricao do modelo

Estamos trabalhando com um modelo (M;) de 3,0 km de extensao horizontal 1,0 km de
profundidade. O campo de velocidade referido ao mesmo esta descrito pela equagao (1.4).
Isto é: trata-se de um campo do tipo Vi, com a = 1,0 s2km=2;b = —0,0156 s’km ™2 e ¢ =

—0,9377 s?km~3. Sua imagem gréfica é dada pela Figura 1.1:

Profundidade (km)

Distancia horizontal (km)

1.5
1

km/s
Figura 1.1: Campo de velocidade V; com a = 1,0 s2km %0 =
—0,0156 s?’km=3 e ¢ = —0,9377 s’km~3. Embora, para efeito

de resolucao do problema, a interpretacao geologica do modelo seja
irrelevante, podemos dizer que ele pode ser visto como sendo uma
regiao compreendida e comprimida entre o topo de um domo salino e
a superficie.

1.2.2 Resultados Obtidos

Em todos os experimentos com M; a posicao da fonte S foi mantida na superficie de ob-
servagdo (z = 0) em xg = 0,0 km. Quanto ao receptor R, no primeiro experimento, ele
foi colocado em zr = 0,5 km e zg = 0,0 km como pode ser visto na Figura 1.2, na qual
observa-se dois raios conectando S a R: um bem raso e outro tao profundo que excede a
dimensao vertical do modelo.
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Figura 1.2: Conexao de fonte a receptor situados na superficie z = 0 usando o
método analitico para o modelo M;. A coordenada x da fonte S, zg, é

0,0 km e o receptor estd localizado em xz = 0,5 km.

O resultado obtido, usando o método analitico, quando o receptor é posicionado em R =
1,0 km é mostrado na Figura 1.3, novamente sao encontrados dois raios que resolvem o
problema, sendo um raso e outro profundo. Embora as trajetérias dos raios para M; sejam
sempre parabdlicas (ou retas, caso degenerado), as equagoes 1.17 mostram que z como fungao

de x pode conter termos do tipo v/1 + x, o que muda a concavidade da parabola.
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Figura 1.3: Resultado obtido em M; usando o método analitico, para fonte posici-

onada em zg = 0,0 km e receptor em xzr = 1,0 km.

O mesmo experimento foi realizado, distinguindo-se dos anteriores apenas com relacao a
posicao do receptor que, neste caso, foi colocado em xz = 1,5 km, exibindo o mesmo padrao
de duas trajetorias solugoes, uma rasa e outra profunda, porém mais espacadas, como pode
ser visto na Figura 1.4. Se continuassemos aumentando a posi¢ao do receptor, chegariamos
numa situagao em que tais raios seriam quase coincidentes. Tal situacao demarcaria um dos

limites do campo de raios em M, para a fonte posicionada em S = 0,0 km.
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Figura 1.4: Resolugdo do problema de tragamento de raio conectando S (xg =

0,0 km) a R (xg = 1,5 km) no modelo M}, usando o método analitico.

Existem regioes do modelo que nao sao atravessadas pelos raios, portanto nao tem sentido
colocar receptores na superficie de observacao em posi¢oes nas quais nao ocorre chegada
de raios, tratam-se das chamadas zonas de sombra ou cegas (Sheriff, 2002). No caso do
experimento realizado com My, um receptor R posicionado em 2,5 km ou 3,0 km nao seria
atingido pelo raio.



CAPITULO 2

METODO PARAXIAL NO CASO 2D

2.1 Teoria

A idéia basica do método paraxial é aproveitar informacoes disponiveis num raio ja tracado
(raio central) para tragar um novo raio, vizinho, obtido através de uma perturbacao do
primeiro visando resolver o problema da conexao fonte-receptor, tal perturbacao deve ser
capaz de produzir uma diminuicao da diferenca entre o ponto de chegada, a uma superficie
de referéncia, e a posicao do receptor ou outro ponto qualquer de interesse no modelo. No
caso do presente trabalho, fonte, S, e receptor, R, estao posicionados na superficie z = 0

conforme a Figura 2.1. O método paraxial tem sua validade determinada pelas limitagoes
impostas pela teoria do raio (POPOV, M. M., 2002).

7=(0,-1)
S AX ,
P (Tc)
0fs Cl/%.(Te) y R >X
raio central X (M) \\\\8)7 (Te)
AR \ P (T) e N “raio paraxial
N 85’[0] | ,."‘ﬁ
P(0) \ 8X(m o X(Te)
R m
. N RN ¢
o 0&) 3Fm
Xm Fm

z VY

Figura 2.1: Desenho esquemaético mostrando o raio central e a sua pertubacao, isto

¢é: o raio paraxial.
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A seguir é apresentado um desenvolvimento (Figueiré & Madariaga, 2000) que permite a
obtengao de um relacionamento matematico entre, Az e 515(0) mostrados na Figura 2.1.

Como o raio paraxial é obtido através de uma perturbagao do raio central, pode-se escrever:

(2.1)

onde )?0(7') representa um ponto da trajetéria do raio central em 7; 6.X (1) é a perturbagao
que este ponto sofre, também, em 7; e X (7) é o ponto da trajetéria do raio paraxial resultante
desta mesma perturbacao. Analogamente, ]30(7') é o vetor vagarosidade, tangente a trajetoria
do raio central em 7; §P(7) é uma pertubacio; e P(7) é o vetor vagarosidade, tangente &
trajetoria do raio paraxial em 7, resultante da referida perturbacao. Colocando-se os vetores

de (2.1) na forma de pares ordenados, temos:

{(m(ﬂ,zm): 70(7). 20(r)) + (8(7), 62(7)) 22)
(Po(7), Po(T)) = (Puo(T), Poo(7)) + (6 Po(7), 6 P.(T)). ’

Derivando-se a primeira equagao de (2.1), temos:

dX(r)  dXo(r) . d6 X (1)

= 2.
dr dr dr (23)
que implica, usando-se a primeira equagao de (1.2), em
ds X _ _ .
O _ By — Byr) = 65(r). (2.4)
dr
Logo,
(dém(r) déz(r))T 1o 5P, (7) (25)
dr ' dr 1o 1|7 6P(r) '
A segunda equagao de (1.2) nos diz que:
dﬁ(T) lo o, 2
= 5 V[u (X(7))], (2.6)
dr 2
onde u? = %, isto é, ela é o quadrado da funcao vagarosidade; e \Y, representa o operador

gradiente aplicado a u2(X (7)) vista como uma funcdo de X = (z, z). Entao, utilizando-se a

primeira equagao de (2.1), podemos escrever:

—

dP(T)
dr

Vu? (Ko(r) + 6X (r)] :% Ou (X(;; 6X) du (Xao; 5X)

(2.7)

l\DI»—

Fazendo-se a expansao em série de Taylor do ultimo termo de (2.7), temos:
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1 or(Xy) PR (Xo) 2ut(Xo) . 0u(Xy)  92uA(Xy) 82u(X,)
2 ox * Ox? 6z + 020w &2 0z + 0x0z 0z + 022 02] - (28)

—

Sendo assim, sabendo-se que % = %6[?]2()(0(7'))], podemos escrever:

doP,(7) _ 1 [ F(Re)  9(Ro) ] | o (2.9)
dr 2 0z? 020z oz
€
d(SPZ(T) 1 52 Q(X-’O) 92 Q(X—’O) &E
= U u ) ) 2.1
dr 2 [ 00z 022 ] 0z (2.10)

Compondo-se (2.5) com (2.9) e (2.10) podemos construir a seguinte equagao:

rdéx(r) ] - 1T §
() 0 0 10 8 (7)
déz(t
(7] 0 0 01 52(7)
dé Py (r = 02u2(X 02u?(X (2-11)
df’ Fo e 3 g 0 0 || 0P(r)
dé P, (1 2,2(X, 2,2(X
dT( ) %a Bm((?)z(()) %8 6z2XO) 00 (SPZ(T)
Fazendo-se:
02u2(Xy)  0%u2(Xo)
1 0 0 0 1 Oz2 0z0x
2 = [ ] , Ug = [ elU = 5 )
0 1 00 02u2(Xy)  02u2(Xo)
0x0z 022
(2.11) pode ser escrita, mais sinteticamente, como:
ds X (r) .
dr _ 02 _[2 5X<7-) (2 12)
dsB(r) U O, OP(7)
dr
Fazendo-se:
O, I
=| 7 7 (2.13)
U O,
e
= 5X (7
oY (1) = R , 2.14
M= S (214




podemos simplificar ainda mais a representacao de (2.12), isto é:

doY (1)
dr

cuja solucao (Aki & Richards, 1980) é dada por:

=AY (1),

§Y (1) = P(1,0).6Y (0),

onde

+oo
1 . .
P(1,0) =14+ Z FTJAJ

J=1

12

(2.15)

(2.16)

(2.17)

¢ chamada de matriz de propagagao e I, representa a identidade de ordem 4. E f4cil verificar,

por substituigao, que (2.16) é solugao de (2.15). Além disso, tal solugdo é unica devido a

condicao inicial

0
Y(0) = 5130(0)
5P.(0)

Tais verificacbes sao apresentadas no apéndice A.

Temos que:
I, O = lo, L]
Proy=| 2 4y |
Oy I =1 J: U O
Logo,
P(T,O)— IZ 02 02 I2 7'_2 U 02 T
Oy I U 0O, 2010y U 3!
o] oo e ©ofve o] 7
Fazendo-se
Peroy= | 9%
P B
temos:
72 4 ) +6 . +oo

(2.18)

(2.19)

—~

2.20)

(2.21)

(2.22)
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-3 ™o, T 5 I 2+ .
=717hL+ U+ =-U"+=-U"+..=11 —U’ 2.23
Qo=7h Ut U+ U+ T”;(zjﬂ)! ! (223)
-3 ) -5 , -7 A +oo 72i-1 -
P=7U+=U"4+=-U"+=U"4+..=U — U7 =U 2.24
e R R T ;(23'—1)! @2 (224)
(§
7_2 7.4 ,7_6
Pl:f?+§U+EU2+EU3+"':Q1' (2.25)

Como se pode ver na Figura 2.1, a superficie de observacao (z = 0) é perpendicular a diregao
1= (0,—1). Logo,

< AX it >=0, (2.26)

onde
AX = ( on > . (2.27)

Transladando-se o vetor 130(70) para o ponto X (1¢), Figura 2.1, obtém-se a seguinte apro-

xXimacao:
AX = §X (10) + Py(re).Ar, (2.28)

onde AT = 7 — 7¢ com T sendo o T do ponto R medido ao longo do raio paraxial.

Substituindo-se (2.28) e 7 em (2.26) chega-se a:

—d0z(7¢)
PzO(TC) .

> Az o (SZL'(Tc) _ 52(7'0) PxO(TC)
AX = ( 0 > B < dz(7¢) ) Po(10) ( P.o(0) ) ’ (2:30)

que implica em:

At = (2.29)

Logo,

Puolre dx(7c)
Az = ( 1 Peslre) ) ( 52(72) ) . (2.31)

Mas, substituindo-se (2.21) em (2.16) quando 7 = 7¢, temos:

su(re) \ 5P, (0)
( 52(7¢) ) = @ ( 5P,(0) ) ' (2:32)



14

Substituindo-se (2.32) em (2.31) e fazendo-se

Q2 = [ Genn ] : (2.33)

G291 4292

chegamos a

0P, (0
Ax — |: 1 7]5:2%5_;6)’) ] ) qQII(TC) CI212(TC) . ( (234)
G201(TC)  q202(7C) dP.(0
Isto é,
20 (T 20 (T 6Px(0)
Az = [ G211(70) — 123&723%21(70) G212(7C) — izggii%m(m) } | 5P.(0) (2.35)

O hamiltoniano H(X,P) = S[P2(1) + P2(r) — v*(Z(7))] ¢ nulo sobre qualquer raio, em

particular sobre o raio paraxial. Logo,

H(X,P)=H(X,+ 06X, +6P) = 0. (2.36)
Sendo assim,
S OH 0OH 0OH oH

Considerando-se (2.37) em 7 = 0, temos:
P,(0).6P,(0) + P.(0).5P.(0) = 0. (2.38)

Combinando-se (2.34) com (2.38), podemos escrever:

Ar | | @n(re) = 3208 0n(1e) @u(1o) — 5208 tn(Te) 0P (0 (2.39)
0 P, (0) P.(0) | 6P(0) |
Chamemos de A a matriz de ordem 2 que aparece em (2.39) e facamos
A= Q11 Q2 ‘ (2.40)
Q1 (22
Entao,
e Qo2 —0a (2.41)
det(A) | —ay  an | '
Logo,
0P, (0 1 - A
0) | _ Qg2 —O12 o (2.42)
dP.(0 det(A) | —am  an 0
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Consequentemente,
0P, (0 1 A
0) | _ @nar | (2.43)
dP.(0) Q10 — 2021 | —ap Ax
que, finalmente, fornece:
_ ags Ax
5Px(0) o 0111042;2—04120121
(2.44)
_ —ao1 Az
5PZ(0) - 0110222—0412021’
onde
( Q21 = PxO(O)
Q22 = on(O)
) (2.45)

Pro(T
an = 211 (7c) — nggfgg‘qm(m)

Pro(T
a1z = @215(70) — PZEETE;'(]?%(TC)'
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2.2 Aplicagcoes Numéricas

Para uma melhor visualizacao, trabalhamos com a cor azul para representar o primeiro raio

central tracado, e a cor vermelha representando a trajetéria do raio que resolve o problema.

Um fluxograma representativo dos programas implementados neste trabalho pode ser visto

no apéndice B.

2.2.1 Modelo M;

Visando uniformidade e a redugao dos resultados a um mesmo termo de comparacao, todos

os experimentos realizados neste trabalho tiveram a direcao de partida do primeiro raio
fixada em Py(0) = (\/%,/%) e fonte posicionada em S = 0,0 km.

Neste modelo adotamos os mesmos valores das constantes a,b e ¢ usadas no experimento
analitico, ou seja, estamos trabalhando com o mesmo campo de velocidade usado no modelo
representado pela Figura 1.1. Deste modo podemos estabelecer algumas comparagoes entre

o método analitico e o paraxial.

Para M, temos:

Q: = [ o ] (2.46)

pois,

0 0

00 ] . (2.47)

2.2.1.1 Resultados Obtidos para M;

Observa-se neste primeiro experimento que o receptor R, foi colocado na posicao Xg =
0,5 km, como podemos ver na Figura 2.2, onde observamos uma boa resposta do método,

resolvendo o problema com apenas 4 iteragoes.
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Figura 2.2: A fonte S é conectada a posicao, R = 0,5 km, do receptor, usando o

método paraxial em 4 iteragoes.

O método paraxial traca apenas um raio solu¢ao do problema. Ou o mais raso, ou o mais
profundo. Nos trés experimentos feito com o campo de vagarosidade M a solucao foi dada
pelo raio mais profundo. A obtengao de um ou outro depende do raio inicial escolhido. Com
o receptor posicionado em Xz = 1,0 km o problema é resolvido em apenas 3 iteragoes.

Como pode ser visto na Figura 2.3.

S R
0 T T T T
— 02 F\ ™ -
£ N ‘
8 0.4 | . / < -
e | -
g |\ ~— ~
2 06 | .
3 k
5 |
& o8 -
1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Afastamento (km)

Figura 2.3: O receptor posicionado em R = 1,0 km é conectado a fonte S, usando

o método paraxial, em apenas 3 iteragoes.

Deve-se acrescentar que nestes experimentos, assim como em todos os demais realizados neste
trabalho, usando o método paraxial, a resolucao do problema foi considerada satisfatoria ao
atingir-se um valor absoluto da diferenca entre as posigoes do receptor e da chegada do raio

corrente inferior a e = 0,0001 km.
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Figura 2.4: O receptor R = 1,5 km é conectado a S em 4 iteragoes usando o método

paraxial.

Embora a obtencao das direcoes dos raios sejam obtidas através do método paraxial, para
My, M;; e Mjr; os raios, dadas as diregoes, podem ser tracados analiticamente e isto é,
naturalmente, aproveitado. Entretanto, isto, em geral, nao pode ser feito, como, por exemplo,
no caso do modelo My .

Deve-se observar que os raios obtidos pelo método paraxial em M; foram sempre, nos trés ca-
sos apresentados, aqueles mais profundos, obtidos para o mesmo modelo, pelo procedimento
analitico. Para que o método paraxial fornecesse o segundo raio (o mais raso) que, também,
resolve o problema, seria necessario partir de um raio inicial que estivesse no dominio de

convergéncia desta segunda solugao.
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2.2.2 Modelo M;;_4

O campo de velocidade My;_ 4 obedece a uma funcao da forma:

1
Vy = . 2.48
? Va+bx + cz + dz? ( )

Neste caso, os valores escolhidos para os parametros foram os seguintes: a = 1,0 s?km=2;b =
—0,0312 s?km™3;¢c = —0,9376 s’km =2 e d = 0,0052 s’km~*. Para tais valores o modelo
encontra-se representado na Figura 2.5.

Profundidade (km)

Distancia horizontal (km)

1.5
km/s
Figura 2.5: Campo de velocidade V3 com a = 1,0 s?km=2;b = —0,0312 s?km=3;¢c =
—0,9376 s’km~3 e d = 0,0052 s?km~*. Uma possivel interpretacio
geoldgica para tal campo, seria a de uma bacia de sedimentos marinhos
tendo ao fundo um embasamento basaltico.

Para My;_ 4, temos:

d 0
U= 0 0] (2.49)
e, entao,
T+ T 0
Q2 = s 0 v i (2.50)

2.2.2.1 Resultados Obtidos para M;;_,

Apesar do raio solugao ultrapassar os limites do modelo, o mesmo ¢é calculado e conectado ao

receptor, R, na posicao Xz = 0,5 km em apenas 4 iteragoes como pode ser visto na Figura
2.6.
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Figura 2.6: Conexao fonte, S, ao receptor R = 0,5 km foi obtida com 4 iteragoes

para o modelo My;_4.

O problema de conexao fonte receptor é resolvido com 3 iteragoes para o receptor posicionado

em Xr = 1,0 km no modelo M;;_4. Como pode ser visto na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Receptor localizado em R = 1,0 km é conectado a fonte S em 3 iteragoes

para o modelo Myr_ 4.

Nesse terceiro experimento, assim como no primeiro para o modelo M;;_ 4, podemos perceber
que o penultimo raio central tracado esta bastante proximo do tltimo. Onde podemos ver
que a condicao imposta no algoritmo para um erro inferior a 10,0 ¢m, entre R e o ponto de

chegada do tltimo raio, esta sendo respeitada.
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Figura 2.8: Problema de conexao de S a R = 1,5 km é resolvido com 4 iteragoes

para o modelo My;_4.

As similaridades observadas no comportamento dos raios nos experimentos realizados para
My e My sao devidas ao fato de, apesar dos modelos terem forma polinomial distintas, seus

coeficientes foram escolhidos de modo a produzir campos de velocidades semelhantes.
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2.2.3 Modelo M[]_B

Trabalhamos com o mesmo campo V5, sendo que agora foram feitas alteracoes dos coeficiente,
de modo a produzir uma distribuicao que permita uma interpretacao geoldgica diferente.
Neste caso os parametros foram mudados para: a = 1,0 s?km=2b = —1,0 s’km=3;¢c =
—0,235 s2km™3 e d = 0,333 s?km~*. Temos sua representacio grafica na Figura 2.9.

8

7.5
7

0 6.5
— 6
€
S5 55
3 5
3 05 45
2
3 4
5 35
o
1 3
0 0.5 1 1.5 2 25 3 2.5
Distancia horizontal (km) 2
1.5
km/s
Figura 2.9: Campo de velocidade V5 com a = 1,0 s?km=2; b = —1,0 s?km™3;
c=—0,235 s’km™3 e d = 0,333 s’km~*. M;;_p representa um campo

de velocidades passivel de ser interpretado geologicamente como uma
dobra anticlinal ou um domo.

2.2.3.1 Resultados obtidos para M;;_g

Agora, vemos uma situacao radicalmente diferente de tudo o que foi visto antes. Como vere-
mos, os raios se comportam de um modo nao usual, entretanto isto nao impede a resolucao

do problema.

Nos dois primeiros experimentos realizados para M;_g os raios se comportam de forma
parecida, isto se deve ao fato dos mesmos se restringirem a apenas um flanco do modelo,
como pode ser observado nas Figuras 2.10 e 2.11.
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Figura 2.10: Conexao fonte, S, a receptor R = 0,5 km foi obtida em 6 iteragoes

para o modelo M;;_p

Contrariando os casos anteriores, os raios se apresentam de forma marcadamente assimétrica,
devido as caracteristicas de M;;_p (altas variagoes do quadrado da vagarosidade no centro
inferior do modelo) e a posigao da fonte. A Figura 2.13 nos d4 uma visao mais completa dos

raios através de uma extensao da regiao do modelo.
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Figura 2.11: Receptor localizado em R = 1,0 km ¢é conectado a fonte S em 6

iteragoes para o modelo My;_p

Analogamente a situagao anterior os raios da Figura 2.11 podem ser vistos de um modo mais

completo através da extensao do modelo mostrada na Figura 2.14.

A conexao da fonte, S, ao receptor, R, posicionado em Xz = 1,5 km é mostrado na Figura
2.12 e o comportamento dos raios nao diferem muito dos dois experimentos anteriores, pois

as mesmas condigoes, exceto posicao do receptor, permanecem.
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Figura 2.12: Problema de conexao entre S e R ¢é resolvido com 6 iteragdes para o

modelo M[[_B.

Uma visao estendida do comportamento dos raios mostrados em 2.12 pode ser tida na
Figura 2.15.

2.2.3.2 Extensao do modelo M;;_ g com os raios nele tracados

Para melhor visualizacao dos resultados devido a fuga de alguns raios do espaco destinado a
representacao do modelo, estaremos apresentando os resultados extrapolando os limites do
modelo até 3,0 km de profundidade e estendendo o afastamento horizontal até —3,0 km,

como pode ser visto na Figura 2.13.
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Figura 2.13: Versao estendida do experimento para o modelo M;;_g com R =
0,5 km.

Embora nao seja visivel, nas Figuras que mostram a extensao do modelo M;;_ g, os primeiros
raios alcancam a superficie de observacao em posicoes que estao relativamente proximas a
xr = —100,0 km.
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Figura 2.14: Versao estendida do experimento para o modelo M;;_ g com R =
1,0 km.

Portanto, para tais raios Ax assume valores da ordem de 100, 0 km; entretanto, como vemos,

isto nao impede a resolucao do problema.
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Figura 2.15: Versao estendida do experimento para o modelo M;;_ g com R =
1,5 km.

Muito embora, a extensao do modelo possa produzir velocidades destituidas de significado
sismico, todos os raios que ultrapassam os limites do modelo sao auxiliares e tém apenas
sentido matematico. Em meio a todo esse procedimento o tnico raio que interessa, e que

deve fazer sentido, é aquele que conecta fonte e receptor.

Tais raios solucoes estao excedendo, apenas ligeiramente, a profundidade de 1,0 km; que é

a maxima utilizadas nos modelos em tratamento.
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2.2.4 Modelo M[][_A

O campo de velocidade My 4 obedece a uma funcao da forma:

1

Vi = )
’ Va+bx + cz + da? + ez?

(2.51)

No caso estudado, os valores escolhidos para os parametros foram: a = 1,0 s2km=2;b =
—0,0259 s?km=3;c = —0,9704 s?km=3;d = 0,0087 s’km~* e e = 0,0049 s2km~*. A Figura
2.16 representa graficamente tal modelo.

Profundidade (km)

Distancia horizontal (km)

1.5

1
km/s

Figura 2.16: Campo de velocidade V3 com a = 1,0 s?km %0 =
—0,0259 s?km~3;¢c = —0,9704 s?km™3:d = 0,0087 s’km™ e e =
0.0049 s2km~*.

O modelo M;;;_4 pode ter interpretacoes geoldgicas similares aquelas apresentadas para os
modelo M] ou M[]_A.

Cumpre acrescentar que para V3, temos:

d 0
U= (2.52)
0 e
e, entao,
_[rrgeateet. 0
QQ - er3 275 377 (2-53)
0 TSt Sttt
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2.2.4.1 Resultados Obtidos para M;;;_4

Verificou-se resultados muito parecidos com os resultados obtidos para os modelos M; e
M;yr_ 4 para os dois primeiros experimentos. Isto se deve ao fato de, apesar da funcao V3 ter
uma forma diferente de V; e Va; os coeficientes em My, M_4 e My 4; foram escolhidos

de tal modo que produziram campos de velocidades similares.

S R
0 ] ; T T ] T T
— 02 o L .
) 04 F B o .
S _
i)
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1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Afastamento (km)

Figura 2.17: Conexao fonte, S, a receptor R = 0,5 km foi obtida com 3 iteragoes

para o modelo Myrr_4.

O problema é resolvido para receptores posicionados em Xz = 0,5 km e em Xz = 1,0 km,

cuja solucao, para cada um, esta representado nas Figuras 2.17 e 2.18, respectivamente.
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© i ! ;
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o 08 N\ / i
N RNV 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3

Afastamento (km)

Figura 2.18: Receptor localizado em R = 1,0 km ¢é conectado a fonte S em 4

iteracoes para o modelo Myrr_ 4.

J& no terceiro experimento, com o receptor, R, posicionado em Xr = 1,5 km, o resultado
se diferencia bastante daqueles verificados nos casos de My e M;_ 4, pelo fato do resultado
paraxial convergir para o raio mais raso. A inclusao do termo ez? foi suficiente para colocar

o raio inicial no dominio da convergéncia do raio mais raso.



S R
0 T T T T T
P 0.2 ]
e HEoRT el
S D N
8 o04f -
©
ke
2 0.6 | .
=}
S
e 0.8 | .
1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3
Afastamento (km)
Figura 2.19: Problema de conexao de S a R = 1,5 km é resolvido com 9 iteragoes

para o modelo Myrr_4.
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2.2.5 Modelo M[][_B

Trabalhamos novamente com o campo V3, sendo que foram feitas alteragoes nos coefici-
entes, para produzirmos uma distribuicao diferente de velocidades para tanto, os parame-
tros foram mudados para: a = 0,25 s2km=2;b = —0,1 s2km=3;¢c = —0,7941 s’km=3;d =
0,1 s2km™ e e = 0,75 s2km~* . Chamemos tal modelo de M;;;_p e sua representacao

grafica pode ser vista na Figura 2.8.

Profundidade (km)

Distancia horizontal (km)

km/s
Figura 2.20: M;;_p: campo de velocidade Vi com a = 0,25 s’km=2b =
—0,1 s’km™3;¢c = —0,7941 s’km=3;d = 0,1 s’km™ e e =
0,75 s2km™™.

O modelo Mg pode ser geologicamente interpretado como uma intrusao magmatica

eliptica.

2.2.5.1 Resultados Obtidos para M;;;_p

Como resultado do aumento do nivel de complicacao dos modelos, a resolucao do problema
se da através de um niumero grande de iteragoes. Como podemos ver, nesse caso a conexao

do receptor Xz = 0,5 km com a fonte S, é mostrada na Figura 2.21.



30

Profundidade (km)

1.5 2 25 3
Afastamento (km)

Figura 2.21: Conexao da fonte, S, ao receptor R = 0,5 km foi obtida mais de 30

iteragoes para o modelo My;_p.

Apesar do escapamento de muitos raios, a conexao da fonte com o receptor, R, em Xz =

1,0 km é realizada, conforme mostrado na Figura 2.22.

0

S R

0.2
0.4

0.6
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1.5 2 25 3
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Figura 2.22: Receptor localizado em R = 1,0 km é conectado a fonte S em mais

de 40 iteracoes no modelo Myr_p.

O caso no qual R = 1,5 km, o problema é resolvido e esta ilustrado na Figura 2.23. A novi-
dade, até entao nao observada é a presenca de raios para pontos do modelo com coordenadas

superiores a 2,5 km.
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Figura 2.23: Problema de conexao de S a R = 1,5 km é resolvido com mais de 40

iteracoes para o modelo My;_p.

Uma das razoes para o aumento do niimero de iteragoes e, consequentemente, o aparecimento
de um tao grande numero de raios estd no fato de muitos deles retornarem a superficie de
observagao em posicoes muito distanciadas da posicao do receptor, produzindo um alto valor
para Az. Outra razao, esta na possibilidade do algoritmo tomar como coordenada x de che-
gada do raio aquela correspondente a saida do raio, da regiao delimitada do modelo por uma
borda diferente da superficie de observagao, isto confundiria e atrasaria o processo iterativo
de convergéncia. E possivel ainda observar que o modelo cria duas familias de raios, podendo
ser dificil sair de uma para ir para outra na qual encontra-se o raio solugao. Entretanto, tal
problema nao foi encontrado de modo mais sério nos modelos aqui estudados. Mas, se, por
hipdtese, depardassemos com tal situacao, uma estratégia de resolucao do problema, poderia
ser a escolha, aleatéria ou nao, de um novo vetor vagarosidade na fonte, isto quando um alto

numero de iteracoes revelasse um indicio da divergéncia do método na busca do raio solucao.
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2.2.6 Modelo My,

O campo de velocidade My, obedece a uma funcao da forma:

1
B \/a—i-ban#—cz#—ala@—Hez2+fxz7

Vi (2.54)

onde, os valores escolhidos para os parametros foram os seguintes: a = 0, 3395 s2km~2;b =
—0,0561 s2km=3;c = —0,5227 s’km=3;d = 0,0066 s?km ;e = 0,4143 s’km™ e f =
—0,0249 s2km~*. O modelo My est4 representado na Figura 2.24.

€
=
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2
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o
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Figura 2.24: M;y: campo de velocidade V,; com a = 0,3395 s2km~2; b = —0, 0561
s?km™3; ¢ = —0,5227 s’km™3; d = 0,0066 s’km~*; e = 0,4143
s’ km™ e f = —0,0249 s2km—*.

Do ponto de vista geoldgico, My pode ser interpretado como a metade superior de um domo
salino.

Para My, temos:

d £
v=1|, ] (2.55)
2
e, entao, sendo
7_3 7_5
Qo :T]—I—?U—FEUQ—F... (2.56)
temos:
THTA+ DR+ D+ DT de) 4.
Q* = . (2.57)
7.3 7.5 7.3 7.5 2
riioid+e)+.. TH+Tet+T(+L)+..
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2.2.6.1 Resultados Obtidos para My

Apesar de raios nao atingirem a superficie, isso nao impede a resolugao do problema, pois
cada tragcamento de raio tem um nuimero limite de pontos. Para esse raios que nao voltam
o Az ¢ calculado com o tltimo ponto X (1) do raio. Como podemos ver nas Figuras 2.25,
2.26 e 2.27.

Profundidade (km)

2 25 3
Afastamento (km)

Figura 2.25: A conexao fonte, S, a receptor R = 0,5 km foi obtida com cerca de

30 iteragoes para o modelo My

Os raios nao chegam a atingir o canto inferior direito do modelo, pois os raios que para 14

poderiam se dirigir, se encurvam devido a intensa variacao de velocidade encontrada.

S R

Profundidade (km)

1.5 2 25 3
Afastamento (km)

Figura 2.26: Receptor localizado em R = 1,0 km é conectado a fonte S com mais

de 30 iteracoes para o modelo My .
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Profundidade (km)

0 0.5 1 1.5 2 25 3
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Figura 2.27: Problema de conexao de S a R é resolvido com mais de 30 iteragoes

para o modelo My,

A alta quantidade de iteracoes verificadas neste experimento, pode ser conseqiiéncia do fato
de alguns raios nao retornarem a superficie devido ao nao tracamento completo do raio, isto
faz com que Ax seja calculado com o x do ultimo ponto do raio parcialmente tracado. Isto
confunde o processo iterativo, pois fornece um x que nao corresponde a chegada de qualquer
raio a este ponto. Entretanto, mesmo com alguns Az artificiais, o problema nao deixa de

ser resolvido.



CAPITULO 3

CONCLUSOES

O presente trabalho foi capaz de resolver o problema do tracamento de raios entre dois
pontos, para diversos modelos apresentados. Para o primeiro modelo estudado, obtivemos
solucoes analiticas e numéricas. Foi visto a excelente resolucao do problema. Os modelos
com campos de velocidades mais simples foram resolvidos pelo método paraxial, com um
nimero reduzido de iteragoes. Observa-se que para modelos mais complicados, aumenta-se
o numero de iteracoes, porém isto nao impede a solucao do problema, assim como o fato de

alguns raios sairem da regiao delimitada do modelo por uma borda diferente da superficie.

Para o primeiro campo de vagarosidade, trabalhamos com o mesmo modelo M;, usando
apenas métodos diferentes de tracamento. O analitico e o paraxial, sendo que este tltimo
resolveu o problema com poucas iteragoes. Além disso, o modelo paraxial forneceu uma das

duas solugoes ja oferecidas analiticamente.

J& no segundo campo utilizou-se modelos diferentes: o M;;_4, que produz um campo pa-
recido com aquele gerado por My, e o M;;_pg que representa um campo bem distinto dos
anteriores obtivemos bons resultados em ambos os casos, o método paraxial realizou poucas

iteragoes para resolver o problema.

Em M;;_p foi possivel observar que o problema foi resolvido mesmo no caso em que raios

correntes produzem Az muito grandes.

No caso de Mj;;_a, que representa um campo de quadrado de vagarosidades com variagoes
linear e vertical quadraticas, o método paraxial foi também bem sucedido na resolucao do

problema.

Nos casos, Mg e My, apesar de uma grande quantidade de iteragoes e algumas fugas

de raios do modelo, o método conseguiu obter a solugao.
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APENDICE A

Verificacao de solucao da equacao que

relaciona a perturbacao do raio com sua

variacao
A referida equacao é a seguinte:
%5}/(7) = ASY (1), (A1)
tal como apresentada na secao 2.1.
Propondo-se a funcao
§Y (1) = P(r,0).6Y (0), (A.2)
onde
+o0 Tj A
P(r,0) = I, + 2 ﬁAJ, (A.3)
]:

¢ a chamada matriz de propagacao

Vamos, primeiramente, verificar se A.2 satisfaz A.1:

—6Y (1) = —[P(7,0).6Y (0)] = — P(7,0).6Y (0) =
dr dr dr
d —+o00 T] ; —+o00 jT]—l ] .
= |la+ > ﬁA Y (0)=> o N 5Y (0) =
j=1 j=1
—Af T Af‘lé—AilkAde(O)
— (j —1)! k! N
j=1 k=0
+oo L
. Tk _ _
= AL+ ; | 0V (0) = AP(7,0).6Y (0) =

=AY (7).

Vemos, entao, que (5}7(7) é solugao de (2.15). Tal verificagao é possivel gracas ao fato de A
ser dependente diretamente da posicao sobre o raio corrente e nao do parametro 7, que é

obtido como fung¢ao da referida posicao.
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A unicidade da solucao de (A.1) é decorrente da condigao inicial

0
5Y (0) = 5P0(0) . (A.4)
5P, (0)

Pois, se tivermos duas solugoes de A.1, elas devem também satisfazer A.4 e a diferenca entre
elas deve satisfazer A.1. Além disso, tal diferenca, é igual a 0 para 7 = 0. Sendo assim,
as solucoes proposta serao iguais para todo 7. Portanto, se existirem duas solucoes, elas

coincidirao. Isto prova o cardter tinico da solugao de A.1.



APENDICE B

Fluxograma simplificado dos algoritmos

implementados

INiCIO
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Figura B.1: Fluxograma simplificado dos algoritmos computacionais usados
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