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RESUMO

A equa�c�ao f��sico�matem�atica que descreve o comportamento das curvas de eletrorresis�
tividade� �e o ponto de partida para a invers�ao das sondagens el�etricas verticais SEV�� S�ao
v�arios os m�etodos que permitem a invers�ao das resistividades reais e espessuras das cama�
das� dentre os quais� a invers�ao linearizada e os algoritmos gen�eticos� Neste trabalho� o
desempenho e e�ci�encia desses m�etodos foram objeto de pesquisa�

A invers�ao linearizada I�L� �e utilizada em problemas que envolvam fun�c�oes n�ao linea�
res� onde pode produzir resultados interessantes� especialmente se lhe for fornecido um bom
modelo inicial� Entretanto� a n�ao linearidade da fun�c�ao� lhe atribui um comportamento
polimodal que muitas vezes leva o m�etodo a convergir para um m��nimo local� Modi�ca�c�oes
na proposta original procuraram dinamizar o processo de converg�encia� A primeira delas
foi a ado�c�ao do fator de amortecimento de Marquardt� que facilita a converg�encia� visto
que ela ocorre na dire�c�ao do maior gradiente� O conceito de norma de um vetor� adaptado
ao m�etodo Porsani� ������ transformou�o em invers�ao linearizada com norma arbitr�aria�
Por �m� a ado�c�ao do dom��nio logar��tmico Johansen� ����� possibilitou a investiga�c�ao do
comportamento do m�etodo de invers�ao ao se lidar com desvios estabelecidos na forma lo�
gar��tmica�

Os algoritmos gen�eticos A�G�� s�ao m�etodos que visam a determina�c�ao de m��nimos ou
m�aximos� globais das fun�c�oes�objetivo� utilizando conceitos ligados �a mec�anica da sele�c�ao
natural� e �a gen�etica� Podem alcan�car uma regi�ao de m��nimo global� pois ao contr�ario da
t�ecnica anterior� n�ao s�ao limitados por restri�c�oes sobre o universo de pesquisa tais como
continuidade� exist�encia de derivadas e unimodalidade� Entretanto� a ocorr�encia de m��nimos
locais nas fun�c�oes� objetivo� constitui�se tamb�em aqui um aspecto preocupante� visto que
haver�a a possibilidade de que se veri�que o fen�omeno da converg�encia prematura� Por�em�
segundo Goldberg e Segrest ��	��� a escolha adequada do tamanho da popula�c�ao Pop� e
da probabilidade de muta�c�ao Pm�� podem garantir o alcance da regi�ao de m��nimo global�

A fase de testes com dados sint�eticos foi realizada nos dois casos� Na I�L� utilizou�se um
modelo sint�etico que foi invertido com normas �� � e �� fator de amortecimento � e �� dom��nios
linear e logar��tmico� em todas as combina�c�oes poss��veis� Utilizando o A�G� o mesmo modelo
foi invertido com Popula�c�oes de � e �� indiv��duos� e probabilidades de muta�c�ao de ���� e �����
a �m de se determinar para quais combina�c�oes entre esses par�ametros o risco de converg�encia
prematura seria mais amenizado� Os dados de campo� adquiridos nos munic��pios baianos
de Serrol�andia e Quixabeira� foram invertidos em I�L no dom��nio linear� normas � e �� fator
de amortecimento ��� e �� Em A�G� foram invertidos com Pop��� Pm������ Os resultados
obtidos� foram ainda analisados �a luz dos dados de po�cos dispon��veis�
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ABSTRACT

The physical�mathematical equation that describes the behavior of the curves of resis�
tivity is the starting point for the inversion of the vertical electric surveys VES�� Several
methods allow the inversion of the real resistivity and thickness of the layers� among which�
the linearized inversion and the genetic alghorithms� The performance and e�ciency of such
methods were object of research of that work�

The linearized inversion L�I� is used in problems that involve non�linear functions� in
which it can produce interesting results� especially if it starts from a good initial model�
However� the non�linear nature of the function gives it several minima which at times lead
the method to converge to a local minimum� Some changes in the original proposal sought
to improve the convergence process� The �rst one was the adoption of the weakening factor
of Marquardt� that smoothes the convergence� due to its action in the direction of the largest
gradient� The norm concept of a vector� adapted to the method Porsani� ������ transformed
it in a linearized inversion with arbitrary norm� Finally� by adopting of the logarithmic
domain Johansen� ������ the investigation of the behavior of the inversion method becomes
easier when working with deviations established in the logarithmic form�

The genetic algorithms G�A� are methods that seek the determination of global minimum
or maximum� of the objective functions� using concepts of the natural selection mechanism�
and the genetics� They can reach a region of global minimum� because unlike the previous
technique� they are not limited by restrictions on the research universe such as continuity�
existence of derived and one single least� However� the occurrence of local minimum in the
objective function is also here an aspect for concern once there might be a possibility of
occurence of the premature convergence phenomenon� However� according to Goldberg and
Segrest ��	��� the choice of size of the population Pop� and of the mutation probability
Pm� can assure the reaching of the global minimum region�

Tests with synthetic data was carried out in the two instances� In L�I� a synthetic model
was inverted with norms �� � and �� using a weakening factor � and �� in the linear and
logarithmic domains� and all the possible combinations were used� As for the G�A� the same
model was inverted with populations of � and �� individuals� and probabilities of mutation
of ��� and ���� in order to determine for which combinations among those parameters the
premature convergence would be avoided� The �eld data� acquired in the cities of Serrol�andia
and Quixabeira� on central part of the Bahia state� were inverted in L�I in the linear domain�
norms � and � and weakening factor ��� and �� In G�A� they were inverted with Pop���

Pm������ The obtained results were analyzed in the light of the data of available wells�
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INTRODUC� �AO

O objetivo ao se empregar quaisquer dos m�etodos geof��sicos de prospec�c�ao� �e infe�

rir a distribui�c�ao das propriedades f��sicas do meio investigado� Na t�ecnica de sondagem

el�etrica vertical procura�se determinar a partir de medidas el�etricas efetuadas na superf��cie

da terra a varia�c�ao da resistividade el�etrica dos materiais com a profundidade� Neste caso�

os par�ametros que se deseja calcular s�ao resistividade real e espessura de cada camada� O

m�etodo usual pelo qual se obt�em tais par�ametros� consiste em determinar um ajuste �otimo

entre os valores de resistividade aparente observados e calculados atrav�es da j�a conhecida

fun�c�ao que relaciona o potencial medido com a resistividade aparente� �a � k �

�V

I
�� Um

procedimento largamente utilizado neste tipo de problema� �e o chamado m�etodo de m��nimos

quadrados� que promove a determina�c�ao do m��nimo da fun�c�ao representada pelo somat�orio

do erro quadr�atico� Entretanto� esse m�etodo possui como limita�c�ao a caracter��stica de ser

utilizado apenas em invers�oes onde estejam envolvidas fun�c�oes lineares� e o problema de

invers�ao de sondagens el�etricas verticais� a exemplo de muitos outros tratados em geof��sica�

possui uma natureza n�ao linear� Isto quer dizer que a express�ao que estabelece a resistivida�

de aparente em fun�c�ao dos par�ametros a serem determinados n�ao tem caracter��stica de uma

equa�c�ao polinomial� Neste caso� �e preciso lineariza�la� isto �e� estabelecer uma aproxima�c�ao

linear apropriada que descreva a resposta geof��sica de modo similar�

O objetivo desse trabalho� �e implementar a invers�ao linearizada� com a ado�c�ao dos con�

ceitos de norma arbitr�aria� fator de amortecimento e dom��nio logar��tmico e utiliza�la em

parceria com o algor��tmo gen�etico na tarefa de invers�ao de sondagens el�etricas verticais�

Na I�L� adota�se o m�etodo de Gauss�Newton� o qual permite linearizar a express�ao do

desvio atrav�es de sua forma expandida por s�erie de Taylor� �E essa express�ao do erro� j�a

linearizada� que deve ser minimizada� Entretanto� deve�se lembrar que a ado�c�ao do conceito

de norma arbitr�aria� permite que se determine o m��nimo n�ao s�o da express�ao do erro qua�

dr�atico� mas elevado a qualquer outro expoente� Trabalhos anteriores com norma arbitr�aria�

mostraram que quando se disp�oe de desvios distribu��dos de forma gaussiana� a utiliza�c�ao da

norma L� que admite a minimiza�c�ao do erro quadr�atico� fornece resultados satisfat�orios�

Todavia� em problemas que admitam grandes desvios� pode ser mais e�caz minimizar com

norma L� somat�orio dos valores absolutos dos desvios�� No sentido de se discriminar a

e�c�acia na utiliza�c�ao das v�arias normas� foram realizados aqui diversos testes com modelos

sint�eticos e reais minimizados com algumas delas�

N�ao �e no entanto� o conceito de norma o �unico a ser introduzido no processo de invers�ao

�
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linearizada apresentado nesse trabalho� Foi investigada tamb�em� a quest�ao do dom��nio no

qual se realizam as invers�oes� utilizando�se para tanto a forma convencional� na qual se pre�

tende minimizar a fun�c�ao formada pelo somat�orio dos valores absolutos do erro ao quadrado�

e uma vers�ao menos convencional� na qual a fun�c�ao�objetivo �e formada pelo somat�orio do lo�

gar��tmo dos valores absolutos do erro quadr�atico� A pesquisa no dom��nio logar��tmico� altera

as caracter��sticas dessa fun�c�ao� o que poder�a ampliar o poder de converg�encia do m�etodo�

O processo de lineariza�c�ao de uma fun�c�ao� resolve de forma altamente e�ciente o pro�

blema de minimiza�c�ao atrav�es da t�ecnica de m��nimos quadrados� Entretanto� para fun�c�oes

n�ao lineares� persiste o problema da converg�encia para m��nimos locais� Como solu�c�ao a

este problema� pode�se utilizar os m�etodos de otimiza�c�ao global� em particular o algoritmo

gen�etico� que tamb�em foi objeto de estudo desse trabalho� O m�etodo �e teoricamente mais

indicado no tratamento com fun�c�oes n�ao lineares� pois ao contr�ario da t�ecnica de invers�ao

linearizada� ele n�ao exige que se estabele�ca um modelo inicial que dever�a sempre estar o

mais pr�oximo poss��vel da realidade�� e os processos pelos quais permitem�no convergir a um

ponto de m��nimo n�ao envolvem t�ecnicas tais como converg�encia atrav�es do gradiente� que

muitas vezes pode se tornar uma armadilha para m��nimos locais� Trata�se de um m�etodo de

otimiza�c�ao baseado nos princ��pios gen�eticos de sele�c�ao natural� onde um conjunto inicial de

par�ametros �e escolhido de forma aleat�oria e a partir dai� faz�se a escolha dos indiv��duos mais

aptos utilizando�se regras probabil��sticas que envolvem os processos de sele�c�ao� cruzamento

e muta�c�ao�

O presente trabalho foi realizado em duas etapas� na primeira delas� viajou�se a campo�

para se obter medidas de sondagens el�etricas verticais� Em seguida iniciou�se a etapa de

invers�ao dos dados com os m�etodos estudados� Em sua organiza�c�ao� procurou�se obedecer a

ordem cronol�ogica dos acontecimentos� e em vista disso tem�se no cap��tulo �� a localiza�c�ao

e descri�c�ao da regi�ao na qual foram coletados os dados de campo� seguida por um discursso

sobre os fundamentos te�oricos do m�etodo de eletrorresistividade� visto no cap��tulo �� Os con�

ceitos� fundamentos te�oricos e resultados das invers�oes dos dados sint�eticos e de campo� com

os m�etodos de invers�ao linearizada e algoritmo gen�etico podem ser vistos respectivamente

nos cap��tulos � e �� O �ultimo cap��tulo� relaciona as conclus�oes a que se chegou a respeito

das invers�oes com os m�etodos estudados� bem como prop�oe trabalhos futuros nessas linhas

de pesquisa�



CAP�ITULO �

CARACTER�ISTICAS GERAIS DA �AREA

ESTUDADA

��� Introdu�c�ao

A regi�ao nordeste do pa��s� em particular o sert�ao nordestino� com seus ��� ��� km�

de extens�ao� possui como se sabe s�erios problemas infra�estruturais agravados por um fator

crucial� a falta de �agua� A regi�ao �e dominada por um clima semi��arido que tr�as como principal

caracter��stica um baixo��ndice pluviom�etrico anual� A escassez de chuva e a rede de drenagem

super�cial de�cit�aria� fazem com que os rios e lagos n�ao sejam perenes� permanecendo secos

a maior parte do ano� Esse �e o fator respons�avel pela quantidade insu�ciente de reservas

hidrol�ogicas super�ciais� o que vem a causar s�erios problemas de abastecimento de �agua na

regi�ao�

O problema de escassez de �agua no sert�ao nordestino j�a �e conhecido e estudado h�a

d�ecadas� �Org�aos governamentais ligados ao estudo de recursos h��dricos t�em ao longo desses

anos feito diversas an�alises e proposto solu�c�oes� dentre as quais uma das mais consistentes e

vi�aveis seria a propec�c�ao e conseq
uente explora�c�ao da �agua subterr�anea na regi�ao�

Geologicamente� ��� da regi�ao de sert�ao nordestino est�a acomodada sobre uma zona de

rochas ��gneas pertencentes ao complexo cristalino pr�e�cambriano� As rochas cristalinas na

maioria dos casos n�ao se constituem aq
u��feros� pois a g�enese e estrutura cristalina lhes confere

baix��ssimos ��ndices de permo�porosidade� As regi�oes aq
u��feras de ambiente �ssural existem

por�em� sob condi�c�oes especiais� onde haja intemperismo gerando um manto de altera�c�ao

relativamente espesso� e neste caso os aq
u��feros se localizar�ao no topo do embasamento� E

regi�oes de embasamento cristalino �ssurado� onde as �ssuras podem atingir dezenas de metros

de comprimento� Como a primeira hip�otese parece n�ao se veri�car na regi�ao em estudo�

resta apenas a veri�ca�c�ao de camadas aqu��feras relacionadas a ambientes de embasamento

�ssurado� �E certo que o sucesso na detec�c�ao de camadas aqu��feras esta associado n�ao somente

a exist�encia de ambiente cristalino �ssurado� mas tamb�em de uma rede de drenagem sub

super�cial que lhes proporcione um �uxo consider�avel de �agua�

Os crit�erios para a loca�c�ao de po�cos existentes na regi�ao tem sido at�e ent�ao puramente

�
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geol�ogicos� com base em an�alise de fotogra�as a�ereas� estudos topogr�a�cos� e em outros dados

de geologia de superf��cie� A utiliza�c�ao exclusiva desses m�etodos tem entretanto� causado

um elevado ��ndice de insucessos na loca�c�ao dos po�cos� basicamente por se tratar de uma

regi�ao de rochas cristalinas� onde as zonas aq
u��feras possuem caracter��sticas particulares e

diferentes das regi�oes sedimentares� Dessa forma� o que se tem freq
uentemente observado�

s�ao po�cos perfurados e mais tarde abandonados por n�ao apresentarem desempenho su�ciente

nos testes de vaz�ao� ou possu��rem �agua com um alto ��ndice de salinidade� impr�opria portanto

ao consumo humano�

A utiliza�c�ao de m�etodos geof��sicos de prospec�c�ao� em particular do m�etodo de eletrore�

sistividade como contribuinte na tarefa de caracteriza�c�ao das zonas aqu��feras da regi�ao do

sert�ao nordestino� poder�a contribuir para a diminui�c�ao no ��ndice de insucessos na loca�c�ao

dos po�cos� A expectativa �e que a aplica�c�ao do m�etodo forne�ca dados su�cientes de forma a

permitir uma avalia�c�ao a cerca da estrutura geom�etrica dos aq
u��feros bem como uma an�alise

pr�evia da qualidade da �agua� no que diz respeito ao ��ndice de salinidade�

��� Localiza�c�ao e acesso

As sondagens foram realizadas nos munic��pios baianos de Serrol�andia e Quixabeira e

quase sempre junto a po�cos� A localiza�c�ao exata pode ser vista na �gura ����� Na �gura

���� podem ser visualizadas as sedes municipais� as �areas parciais de outros munic��pios

e as principais vias rodovi�arias e ferrovi�arias� com um destaque para a regi�ao onde foram

realizadas as sondagens�

��� Aspectos hidrogeol�ogicos

Em ambientes de rochas cristalinas� o aparecimento de estruturas que permitam um

ac�umulo de �agua em subsuperf��cie esta diretamente associado a esfor�cos mec�anicos impostos

pela tect�onica regional� Tais esfor�cos desencadeiam um processo de rupturas que d�ao origem

a fraturas ou falhas que s�ao orientadas de acordo com os planos de fraqueza das rochas� A

presen�ca dessas estruturas d�ao origem aos aq
u��feros denominados �ssurais� Os padr�oes de

drenagem� que s�ao controlados por fendilhamentos ou meandros sobre �areas relativamente

intemperizadas Chada Filho� ������ quando associados a fei�c�oes estruturais favor�aveis� via�

bilizam a presen�ca de uma regi�ao aq
u��fera desenvolvida� que por sua vez� na maioria das

ocasi�oes� �e condicionada pela exist�encia de um riacho� cujo curso �e estruturalmente con�

trolado� em conex�ao direta com o aq
u��fero Cruz� ������ A �agua seria ent�ao drenada por

escoamento super�cial� e a partir da�� ent�ao percolaria em profundidade atrav�es das fendas

do cristalino� A parcela de �agua a abastecer os aq
u��feros vinda de outras regi�oes que n�ao
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pr�oximas a um riacho� pode ser desconsiderada haja vista a sua pouca contribui�c�ao� Entre�

tanto� lhe �e atribu��da a caracter��stica peculiar de promover um acr�escimo consider�avel da

salinidade do aq
u��fero� pois carrega consigo sais desprendidos do solo Costa� ������

Se por um lado� pode�se condicionar o processo de ac�umulo de �agua no cristalino �a

exist�encia de um riacho nas proximidades� seria correto a�rmar tamb�em a import�ancia da

exist�encia de fraturas bem dimensionadas na regi�ao� Sabe�se entretanto� que a porosidade

em geral decresce com a profundidade� devido a press�ao do material sobrejacente� e ao

con�namento lateral� Em geral se veri�ca como padr�ao que aproximadamente 	�� das

fraturas ocorrem acima da profundidade de �� metros� e que abaixo de ��� metros elas

praticamente n�ao s�ao encontradas Chada Filho� ���� e Cruz� ������

No que diz respeito a qualidade� �e importante destacar os altos teores de sais dissolvidos

nas �aguas da regi�ao de embasamento cristalino do nordeste� fen�omeno este causado por

fatores como clima� aspectos petrogr�a�cos� e at�e uma poss��vel in�u�encia marinha� permitindo

uma in�ltra�c�ao da �agua durante a �ultima transgress�ao� o que cobriu todo o nordeste brasileiro

no cret�aceo inferior� Existe ainda uma �ultima hip�otese que relaciona a salinidade presente

na �agua com a migra�c�ao de sal marinho em suspens�ao na forma de aeross�ois� O processo

seria facilitado pelas altas taxas de evapora�c�ao� adicionados aos efeitos de uma lixivia�c�ao

incompleta dos produtos do intemperismo�
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Figura ���� Mapa de localiza�c�ao da �area� O ret�angulo em vermelho indica a regi�ao

onde foram realizadas as sondagens�



	

Figura ��
� Mapa geol�ogico da regi�ao de Caldeir�ao Grande
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Figura ���� Legenda do mapa geol� de Caldeir�ao Grande
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��� Metodologia de campo

A regi�ao estudada possui basicamente duas camadas de materiais distintos� A mais su�

per�cial� com poucos metros de espessura �e composta por areia inconsolidada� que na maioria

dos casos n�ao se constitui camada aqu�	fera� tendo portanto como resposta a aplica
c�ao do

m�etodo de eletrorresistividade apresentado uma alta resistividade aparente� A segunda ca�

mada� logo abaixo� �e o embasamento cristalino� que considerando�se a resposta ao m�etodo

eletrorresistivo� pode ser dividido em duas camadas distintas� A primeira diz respeito ao

embasamento �ssurado� que poder�a ou n�ao apresentar �agua acumulada� Em caso a�rmati�

vo� e levando�se em considera
c�ao que a resistividade da �agua� ainda que com baixo �	ndice

de salinidade� �e menor que a resistividade do embasamento� veri�car�se��a um efeito de baixa

resistividade aparente� Caso contr�ario� isto �e� quando se tratar de embasamento �ssurado

por�em seco� os valores de resistividade aparente registrados ser�ao aproximadamente da mes�

ma ordem daqueles registrados para o embasamento s�ao� A segunda camada� a uma maior

profundidade �e o embasamento s�ao� isto �e n�ao �ssurado� de onde se pode registrar valores

de resistividade aparente bastante elevados� �E basicamente o efeito contrastante de resisti�

vidade aparente detectado nas v�arias profundidades investigadas� que identi�ca a presen
ca�

e de�ne as caracter�	sticas do aq�u�	fero �ssural�

Procurando seguir os objetivos de veri�car a e�c�acia dos m�etodos de invers�ao lineari�

zada e algor�	tmo gen�etico no processo de invers�ao� foram realizadas sondagens em �areas

pr�oximas a po
cos j�a locados pela CERB na regi�ao� dessa forma� haveria condi
c�oes de se

comparar os resultados alcan
cados a realidade geol�ogica apresentada� Os po
cos foram lo�

cados utilizando�se crit�erios geol�ogicos e aerofotogametria� e est�ao situados quase sempre

em regi�oes de baixo topogr�a�co� por serem consideradas regi�oes de converg�encia da rede de

drenagem subsuper�cial� O conhecimento da orienta
c�ao da regi�ao �ssurada do embasamento

foi de fundamental import�ancia para se estabelecer as dire
c�oes das linhas de sondagem� Elas

teriam obrigatoriamente que ser paralelas a dire
c�ao das �ssuras a �m de que as medidas

satis�zessem as caracter�	sticas de funcionamento do m�etodo eletrorresistivo� A quest�ao �e

que o m�etodo trabalha com duas fontes de corrente� e parte do princ�	pio de que as linhas de

corrente produzidas por estas fontes devem atravessar um �unico meio� o que n�ao aconteceria

caso se �zessem linhas de sondagens perpendiculares a dire
c�ao das �ssuras� pois neste caso

ter�se�ia zonas �ssuradas e n�ao �ssuradas intercaladas horizontalmente�

oa � k�V
I
� sendo para tanto necess�ario selecionar previamente o arranjo desejado� e

os respectivos afastamentos entre os eletrodos de corrente �AB� e tens�ao �MN�� Em suas

opera
c�oes incluem�se teste de cargas da bateria� da resist�encia de contato entre os eletrodos

A� B e M em rela
c�ao a N �os valores devemestar entre ��� e ����K�� e do n�	vel de ru�	do� antes

das medidas serem realizadas� O transmissor gera uma onda quadrada com uma freq�u�encia

localizada entre ��� e �Hz tanto no dom�	nio do tempo quanto no da freq�u�encia� Possui
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intensidade de resolu
c�ao de ����mA� e entre outras coisas� um circuito capaz de bloquear a

inje
c�ao de corrente quando a temperatura interna for muito elevada�

O aparelho foi utilizado na con�gura
c�ao de arranjo Schlumberger� tomando�se como

afastamento dos eletrodos de corrente valores eq�uispa
cados na escala logar�	tmica� de modo

que se pudesse tomar oito pontos por d�ecada da escala� Os afastamentos dos eletrodos de

tens�ao para a maioria das medidas permaneceram inalterados� sendo entretanto modi�cados

quando se fazia necess�ario a pr�atica da �embreagem� no ajuste dos dados�

No mapa geol�ogico da regi�ao� ��gura ���� pode�se determinar a orienta
c�ao da zona �ssu�

rada do embasamento� A �gura ����� mostra a localiza
c�ao ds pontos de sondagens com as

suas respectivas orienta
c�oes�

��� Curvas obtidas das sondagens el�etricas verticais

Nas p�aginas seguintes� est�ao plotadas as oito curvas obtidas durante a excurss�ao a campo�

Vale relembrar que se trata de valores de resistividade aparente� em � m versus AB�� em

metros� Os dados est�ao plotados em escala logar�	tmica�
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CAP�ITULO �

ELETRORRESISTIVIDADE

��� Introdu�c�ao

O m�etodo eletrorresistivo �e sem d�uvida o mais importante dentre todos os m�etodos

el�etricos� pois a sua utiliza
c�ao permite n�ao s�o o estudo de forma
c�oes sub�horizontais� como

tamb�em a determina
c�ao de forma
c�oes sub�verticais �falhas por exemplo� mesmo que estejam

a grandes profundidades�

Seu princ�	pio de funcionamento se baseia na aplica
c�ao de uma corrente el�etrica no terre�

no investigado� utilizando�se para isso de dois eletrodos de corrente� A e B� que s�ao �xados

ao solo� A passagem de corrente el�etrica na sub superf�	cie do terreno� estabelece um campo

el�etrico arti�cial cuja intensidade �e medida por dois outros eletrodos� M e N que tamb�em s�ao

�ncados no terreno com dist�ancias que variam convinientemente� de acordo com o arranjo

utilizado� O objetivo das medidas �e determinar a resistividade aparente do terreno� que

ser�a diretamenete proporcional a diferen
ca de potencial medida entre os eletrodos de inves�

tiga
c�ao e inversamente proporcional a intensidade de corrente que se faz passar pelo terreno�

Interv�em nessa fun
c�ao tamb�em� um coe�ciente que depender�a da disposi
c�ao dos eletrodos�

Esse coe�ciente� conhecido como fator geom�etrico esta diretamente ligado a profundidade

de investiga
c�ao� Desta forma� pode�se expressar a fun
c�ao resistividade aparente da seguinte

maneira�

�a � K
�V

I
�����

�E poss�	vel assim� obter informa
c�oes quantitativas a respeito das propriedades condutoras

do subsolo� a �m de se determinar aproximadamente a distribui
c�ao vertical de sua resistivi�

dade�

��
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��� Fundamentos te�oricos

Na se
c�ao anterior� foi apresentada a equa
c�ao fundamental que rege o funcionamento do

m�etodo eletrorresistivo� Aqui� ser�ao apresentados os fundamentos te�oricos do m�etodo� onde

a partir do conhecimento de duas leis f�	sicas fundamentais� deduzir�se��a a express�ao para a

resistividade aparente em fun
c�ao da diferen
ca de potencial e da corrente el�etrica�

Em meios ditos condutivos� as cargas el�etricas livres sofrem deslocamentos quando su�

jeitas a a
c�ao de campos el�etricos� Considerando uma taxa de deslocamento por unidade de

�area� pode�se de�nir a densidade de corrente el�etrica j� que de acordo com a lei de Ohm�

pode ser expressa da seguinte forma�

j � �E �����

onde E �e o campo el�etrico� e � �e a condutividade el�etrica�

Admitindo�se agora a exist�encia de uma superf�	cie fechada S� tem�se que a corrente total

que sai dessa superf�	cie ser�a igual a taxa de decr�escimo da carga Q contida no interior dessa

superf�	cie� ou seja�

I
S
j � ds � �

�Q

�t
�����

onde�

Q �
Z
v
qdv �����

Utilizando�se o teorema da diverg�encia ao primeiro termo� e reorganizando o segundo

termo� tem�se�

I
S
j � ds �

Z
v
r � jdv � �

Z
v

�q

�t
dv �����

a partir dai� pode�se extrair a equa
c�ao de continuidade�

r � j�
�q

�t
� � �����

que �e uma express�ao do princ�	pio de conserva
c�ao de carga el�etrica�
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Em condi
c�oes estacion�arias� as derivadas em rela
c�ao ao tempo se anulam e a equa
c�ao da

continuidade transforma�se em�

r � j � � �����

Fazendo�se uso da lei de Ohm aplicada ao regime estacion�ario e corpos isotr�opicos� tem�se�

r � j � r � ��E� � � �����

Devido a caracter�	stica conservativa do campo el�etrico estacion�ario� pode�se escreve�lo

em fun
c�ao do potencial el�etrico da seguinte forma�

E � �rV �����

Utilizando�se as equa
c�oes ������ ����� e ������ pode�se escrever�

r � j � r � ��E� � �r �E � �r � ��rV � � ��r�V � � ������

que resulta em

r�V � � ������

Admitindo�se um eletrodo pontual de corrente I no interior de um semi�espa
co condutor

homog�eneo e isotr�opico� e utilizando�se coordenadas esf�ericas� com o centro no eletrodo

pontual� ter�se��a uma express�ao para o potencial� que depender�a apenas da coordenada r

que �e a dist�ancia do ponto aonde se deseja calcular o potencial� ao eletrodo de corrente�

Assim� a equa
c�ao de Laplace torna�se�

d

dr
�r�

dV

dr
� � � ������

Integrando�se duas vezes� pode�se expressar o potencial da seguinte forma�

V � C� �
C�

r
������
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onde C� e C� s�ao constantes�

Admitindo�se que o potencial seja nulo no in�nito� tem�se�

V � �
C�

r
������

Tomando�se novamente a lei de Ohm� pode�se estabelecer a express�ao para a densidade

de corrente el�etrica como sendo�

jr � ��
dV

dr
� ��

C�

r�
������

Considerando�se que o  uxo de corrente atrav�es de uma superf�	cie semi�esf�erica fechada S

com o eletrodo de corrente em seu interior� deve se igualar a intensidade da fonte de corrente

I� tem�se�

I
S
j � ds � I ������

Lembrando que o sistema de coordenadas utilizado �e esf�erico� e que sua origem coincide

com o eletrodo pontual� a equa
c�ao ���� resulta em�

I � ��r�jr ������

substituindo�se ������ em ������� tem�se�

I � ��r����
C�

r�
� � ����C� � C� � �

I

���
� �

I�

��
������

substiuindo�se o valor encontrado para C� na equa
c�ao ������� tem�se�

V �
I�

��r
������

No m�etodo eletrorresistivo� para qualquer que seja o arranjo utilizado� teremos sempre

quatro potenciais que de�nem a express�ao de �V � S�ao eles VMA� VMB� VNA e VNB �ver �g

����� Sabendo�se que VM � VMA�VMB� VN � VNA�VNB e que convencionalmente o eletrodo
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A emite uma corrente I� equanto que o eletrodo B emite uma corrente �I� pode�se estabelecer

as express�oes para VM e VN a partir da equa
c�ao ������ da seguinte forma�

VM �
I�

��

�
�

AM
�

�

BM

�
������

e

VN �
I�

��

�
�

AN
�

�

BN

�
������

desta forma� pode�se estabelecer a express�ao para a diferen
ca de potencial ��V �� como

sendo�

�V � VM � VN �
I�

��

��
�

AM
�

�

BM

�
�
�

�

AN
�

�

BN

��
������

reorganizando a equa
c�ao anterior tem�se�

� �
��

� �
AM

� �
BM

�� � �
AN

� �
BN

�

�V

I
� K

�V

I
������

de onde se conclui que K� que depender�a do tipo de arranjo empregado� �e dado por�

K �
��

� �
AM

� �
BM

�� � �
AN

� �
BN

�
������

��	 O arranjo Schlumberger

O m�etodo eltrorresistivo possui basicamente cinco arranjos diferentes� gradiente� dipolo�

dipolo� polo�dipolo� schlumberger e wenner� Arranjo� �e o nome dado a disposi
c�ao dos eletro�

dos de corrente e potencial durante a execu
c�ao de um levantamento� Cada arranjo possui

caracter�	sticas operacionais diferentes� o que os leva a apresentar vantagens e desvantagens�

uns em rela
c�ao aos outros� A utiliza
c�ao de um determinado arranjo em levantamento de

campo� ir�a depender de fatores tais como� condi
c�oes geol�ogicas e topogra�cas do terreno

investigado� presen
ca de heterogeneidades laterais� presen
ca de fontes geradoras de ru�	do�

presen
ca de camada de intemperismo� condutiva ou n�ao� profundidade de explora
c�ao a qual

se deseja alcan
car� entre outros�



��

N BA

+I -I
nana

a

I

∆ V

M

Figura ���� Con�gura
c�ao do arranjo Schlumberger

Neste trabalho� para a etapa de aquisi
c�ao de dados de campo� optou�se pelo uso do

arranjo Schlumberger� ilustrado na �gura abaixo�

Essa op
c�ao foi fundamentada na an�alise de alguns fatores considerados de grande im�

port�ancia quando se deseja proceder a realiza
c�ao de sondagens el�etricas verticais� Some�se a

isso� o fato de que as sondagens em quest�ao foram realizadas em ambiente de rochas cristali�

nas� e em fun
c�ao disso devem ser considerados em especial alguns aspectos de aplicabilidade

do m�etodo� Os mais importantes fatores considerados segundo Ward ������� est�ao abaixo

listados e de�nidos� Foi analisado tamb�em� o desempenho do arranjo Schlumberger para

cada um dos fatores� S�ao eles�

� � Raz�ao sinal�ru��do� Ser�a tanto maior quanto menor for a raz�ao entre a separa
c�ao

dos eletrodos de corrente e a separa
c�ao dos eletrodos de potencial� A a�rma
c�ao �e v�alida

para os arranjos em que os eletrodos de potencial est�ao entre os eletrodos de corrente�

como o Wenner e o Schlumberger� Isso ocorre porque afastamentos maiores dos eletrodos

de corrente� produzir�ao um maior espalhamemto e a conseq�uente perda de densidade da

corrente gerada� A diferen
ca de potencial medida nessas condi
c�oes portanto� ser�a mais

sens�	vel a fontes ruidosas� Devido as caracter�	sticas de afastamento entre os eletrodos de

corrente e os eletrodos de potencial� o arranjo Schlumberger �e dentre todos o que possui a

segunda maior raz�ao sinal�ru�	do�

� � Resolu	c�ao de camadas horizontais� Segundo alguns autores� n�ao existe base

anal�	tica para se preferir um determinado arranjo em especial� baseado na sua caracter�	stica

de maior ou menor resolu
c�ao de resistividades e espessuras em uma estrutura de camadas

horizontais� exceto que se fa
ca um estudo experimental com uma grande quantidade de

modelos� Entretanto� pode�se a�rmar que em termos de sondagem� os arranjos Schlumberger

e Wenner apresentam uma grande capacidade de resolu
c�ao de camadas horizontais� levando

vantagem sobre os arranjos polo�dipolo e dipolo�dipolo� pois nesses �ultimos� as mudan
cas

laterais na disposi
c�ao dos eletrodos acontecem com espa
camentos maiores�
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 � Profundidade de explora	c�ao� �E de�nida como a profundidade m�axima na qual

um alvo pode ser detectado utilizando�se um determinado arranjo� Ela depender�a do arranjo

em si� e da sua orienta
c�ao em rela
c�ao ao corpo investigado� Alguns autores estimam a pro�

fundidade de explora
c�ao do arranjo Schlumberger em ����� L� onde L �e a separa
c�ao entre os

eletrodos de corrente� A profundidade de explora
c�ao depender�a ainda de alguns outros fato�

res tais como raz�ao sinal�ru�	do� sensibilidade a heterogeneidades� efeitos laterais� topogra�a�

mergulho da camada� entre outros� A profundidade de explora
c�ao do arranjo Schlumberger�

quando utilizado para sondagens� certamente depender�a do modelo investigado�

� � Sensibilidade a profundidade� Para que um determinado arranjo seja efetiva�

mente e�caz� ele precisa dinstinguir alvos a v�arias profundidades� Os arranjos Wenner e

Schlumberger� principalmente quando utilizados em sondagem� e tomando�se medidas de no

m�	nimo seis pontos por d�ecada� t�em demonstrado possuir uma boa sensibilidade para as

v�arias profundidades de investiga
c�ao�

� � Sensibilidade a heterogeneidades em sondagens� Quando um eletrodo de

corrente ou de potencial passa acima de uma heterogeneidade subsuper�cial que possui um

alto contraste de resistividade com o terreno� a diferen
ca de potencial �V medida pelos

eletrodos M e N �e afetada� Se essa interfer�encia for causada apenas pela passagem dos

eletrodos de corrente� o fen�omeno �e chamado de efeito AB� Se for causado apenas pela

passagem dos eletrodos de potencial� o fen�omeno �e chamadao de efeito MN� Em sondagens

el�etricas� o objetivo �e obter uma curva na qual as distor
c�oes causadas pelos efeito de eletrodos

sejam minimizadas� As experi�encias mostram que isso �e poss�	vel quando se mant�em os

eletrodos M e N estacion�arios e se faz variar apenas os eletrodos A e B �efeito AB�� Essa �e

a forma de opera
c�ao da t�ecnica Schlumberger de sondagem que portanto� �e um dos arranjos

que sofre menor in u�encia dos efeitos de eletrodo�

Existem ainda outros fatores a serem considerados para a ado
c�ao do arranjo Schlumberger

nas sondagens realizadas� A tabela ��� mostra um comparativo� com o desempenho de cada

arranjo para cada um desses fatores� inclusive os listados anteriormente�
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Arranjo RSR AE REM RCH SP SHS

Gradiente � � � � � !

Dipolo�dipolo � � � � � �

Polo�dipolo � � � � � �

Schlumberger � � � � � �

Wenner � � � � � �

Tabela ���� Comparativo entre os arranjos utilizados em m�etodos el�etricos� Os

n�umeros representam uma ordem� onde � indica o melhor desempenho�

e �� o pior� Fonte� �Ward� �����

onde�

RSR� Raz�ao sinal�ru�	do

AE� Acoplamento eletromagn�etico

REM� Resolu
c�ao de estruturas mergulhantes

RCH� Resolu
c�ao de camadas horizontais

SP� Sensibilidade a profundidade

SHS� Sensibilidade a heterogeneidades em sondagens

Sob o ponto de vista matem�atico� uma grande caracter�	stica diferenciadora entre os

arranjos� �e o fator geom�etrico� que indica a varia
c�ao das medidas de resistividades em fun
c�ao

dos afastamentos adotados� A express�ao do fator geom�etrico �e diferente para cada um dos

arranjos� Para o arranjo Schlumberger ele �e dado como�

K � �n�n� ��a ������

e pode ser deduzido a partir da equa
c�ao ������� substituindo�se devidamente os termos

do denominador da express�ao�
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��� Determina�c�ao da fun�c�ao resistividade aparente

Na se
c�ao ���� foi colocada a express�ao da resistividade aparente em fun
c�ao dos par�ametros

�V � K e I da seguinte forma�

�a �
�V

I
K ������

O fator geom�etrico� K� foi deduzido na se
c�ao ���� e possui a seguinte express�ao�

K � �n�n� ��a ������

A diferen
ca de potencial �V � pode ser escrita como uma soma alg�ebrica dos diferentes

potenciais envolvidos�

�V � VMA � VMB � VNA � VNB ������

Existem m�etodos que permitem o c�alculo de cada um desses potenciais envolvidos�

deixando�os em fun
c�ao da abertura dos eletrodos de corrente� e dos par�ametros resistivi�

dade e espessura de cada camada� O m�etodo utilizado aqui para estabelecer esta rela
c�ao� �e o

de recorr�encia �Sato� ������ que foi escolhido por demonstrar um maior grau de simplicidade

em se tratando de n camadas�

Comecemos por estabelecer um modelo de campo de n camadas paralelas� como �e visto

na �gura ������
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Figura ���� Modelo de n camadas horizontais com a fonte de corrente localizada no

interior da camada m

A camada na qual esta inserida a fonte de corrente� �e imaginariamente cortada na coor�

denada Z da fonte �Zf�� Desta forma� tem�se n�� camadas�

Desenvolvendo�se a equa
c�ao de Laplace para o potencial el�etrico em coordenadas cil�	ndricas�

e correlacionando a solu
c�ao encontrada com as fun
c�oes de Bessel de primeira esp�ecie de ordem

� e ��� encontra�se a express�ao para o potencial em qualquer camada como sendo�

Vi �
Z

�

�
"Ai���e

��z �Bi���e
�z#J���r�d� ������

Considerando�se que Ai e Bi s�ao fun
c�oes a serem determinadas� tem�se portanto �n��

equa
c�oes a serem estabelecidas� Isso �e feito utilizando�se tr�es condi
c�oes de contorno�

� � Condi
c�oes no in�nito� Estabelece que o potencial V� deve se anular a medida em que

z ��� ��� e que o potencial Vn deve tamb�em se anular a medida em que z ��� �� Desta

forma� A� � Bn � �

� � Condi
c�oes de contorno nas interfaces� Estabelece que as condi
c�oes de continuidade
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do potencial el�etrico e da componente normal do vetor densidade de corrente devem ser

satisfeitas�

� � Condi
c�oes relativas a fonte de corrente� Estabelece as condi
c�oes de continuidade do

potencial el�etrico� e da corrente el�etrica no interior da camada que cont�em a fonte�

Ap�os estabelecidas� com ajuda das condi
c�oes de contorno� as �n�� equa
c�oes necess�arias�

o pr�oximo passo �e resolve�las de forma recorrente� a partir da interface �� e a partir da

interface n��� Trata�se de um procedimento extenso e portanto n�ao conv�em detalha�lo aqui�

�e importante entretanto saber que o objetivo desses c�alculos �e obter as express�oes de Ai e

Bi� que ser�ao substitu�	das na express�ao do potencial� Pode�se estabelecer ent�ao que para as

camadas de � at�e $m tem�se�

Ai � �
Ie��zFRi

���m

gie
��zi��

� � giGie����zi�zi���
������

Bi �
Ie��zFRi

���m

�

�� giGie����zi�zi���
������

que tornam a express�ao do potencial para o mesmo intervalo de camadas a seguinte�

Vi �
I

���m

Z
�

�

� � gie
����z�zi���

�� giGie����zi�zi���
e���zF�z�RiJ���r�d� ������

Para as camadas de m
$
a n tem�se as seguintes express�oes para Ai e Bi�

Ai �
Ie�zF ri
���m

�

� � giGie����zi�zi���
������

Bi � �
Ie�zF ri
���m

Gie
���zi

� � giGie����zi�zi���
������

que tornam a express�ao do potencial para o mesmo intervalo de camadas a seguinte�

Vi �
I

���m

Z
�

�

��Gie
����zi�z�

�� giGie����zi�zi���
e���z�zF �riJ���r�d� ������

Os valores de gi� ri� Gi e Ri t�em a seguinte formula
c�ao� tamb�em deduzidos a partir da

recorr�encia�
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gi �
�� Si�i��fi
� � Si�i��fi

������

fi �
� � gi��e

����zi���zi���

� � gi��e����zi���zi���
������

ri � ri��
� � fi

� � Si�i��fi
������

rm
$
�

fm
$

� � fm
$

������

Gi �
�� Si�i��Fi

� � Si�i��Fi

������

Fi �
� �Gi��e

����zi���zi�

� �Gi��e����zi���zi�
������

Ri � Ri��
� � Fi

� � Si�i��Fi

������

R �m �
F �m

� � F �m
������

onde Si�i�� � �i��i�� e Si�i�� � �i��i��� Vale ressaltar tamb�em que g� � � e Gn � �

Passemos agora a an�alise do caso em especial que identi�ca o arranjo Schlumberger� Tem�

se ai como particularidade o fato de que tanto as fontes como os potenciais est�ao situados

no topo da primeira camada� Neste caso� devido a continuidade do potencial el�etrico na

interface� torna�se indiferente a utiliza
c�ao de qualquer das duas express�oes descritas para o

potencial� �eqs� ���� e ������ Utilizando�se a segunda express�ao� tem�se o potencial escrito

da seguinte forma�

V�
$
�

I

����

Z
�

�

��G�
$
e���h�

� �G�
$
e���h�

J���r�d� ������
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Observando a con�gura
c�ao de arranjo Schlumberger� pode�se determinar as express�oes

dos potenciais VMA� VMB� VNA� VNB fazendo as devidas substitui
c�oes no par�ametro r� Desta

forma� tem�se as seguintes express�oes para os potenciais envolvidos�

VMA �
I

����

Z
�

�

��G�
$
e���h�

� �G�
$
e���h�

J���na�d� ������

VMB � �
I

����

Z
�

�

��G�
$
e���h�

� �G�
$
e���h�

J���a�n� ���d� ������

VNA � �VMB ������

VNB � �VMA ������

A partir dessas equa
c�oes� rearranjando a express�ao de �V � tem�se�

�V � ��VMA � VMB� ������

Pode�se portanto� substituindo�se as express�oes de VMA e VMB� expressar a diferen
ca de

potencial da seguinte forma�

�V �
I

���

�
�Z �

�

��G�
$
e���h�

� �G�
$
e���h�

J���na�d� �
Z

�

�

� �G�
$
e���h�

� �G�
$
e���h�

J���a�n� ���d�

�
A � ������

�V �
I

���

Z
�

�

� �G�
$
e���h�

� �G�
$
e���h�

"J���na�� J���a�n� ���#d� ������

Levando�se em considera
c�ao a equa
c�ao ������ e fazendo�se as devidas substitui
c�oes nos

par�ametros envolvidos� tem�se a seguinte express�ao para a resistividade aparente�

�a � ��n�n� ��a
Z

�

�

��G�
$
e���h�

� �G�
$
e���h�

"J���na�� J���a�n� ���#d� ������
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Ao se plotar dados de eletrorresistividade com arranjo Schlumberger� �e costume faz�e�lo

na forma �a �AB��� Portanto� para que se tenha uma express�ao matem�atica desse tipo� �e

necess�ario fazer alguns ajustes� quais sejam�

�n� ��a �
�
n�

�

�
�
�

�

�
a �

�
n�

�

�

�
a�

a

�
������

na �
�
n�

�

�
�
�

�

�
a �

�
n �

�

�

�
a�

a

�
������

onde�

�n�
�

�
�a �

AB

�
������

Desta forma� pode�se agora escrever a express�ao da resistividade aparente em fun
c�ao de

AB�� da seguinte maneira�

�a � ��n
�
AB

�
�
a

�

�Z
�

�

��G�
$
e���h�

� �G�
$
e���h�

�
J�

�
�
�
AB

�
�
a

�

��
� J�

�
�
�
AB

�
�
a

�

���
d�������

Os par�ametros do modelo� isto �e as resistividades e espessuras de cada camada podem ser

encontradas na express�ao que de�ne G�
$
� Na equa
c�ao ������ observa�se um termo do tipo�

e����zi���zi� ������

onde �zi��� zi� diz respeito as espessuras das camadas envolvidas� E na equa
c�ao �������

observa�se o termo Si�i�� que �e a raz�ao entre as condutividades das camadas envolvidas�

Como se pode notar� a fun
c�ao que de�ne a resistividade aparente em rela
c�ao a AB�� e

aos par�ametros do modelo �e bastante complexa e esta longe de ser uma express�ao linear� A

invers�ao de tais par�ametros portanto� baseados nessa express�ao precisa antes passar por um

tratamento matem�atico especial�

��� Sondagem el�etrica vertical

O m�etodo de sondagem el�etrica vertical �e o procedimento mais empregado na atualidade�

Consiste em tomar um ponto do terreno como esta
c�ao� �ncar eletrodos de corrente ligados
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a uma fonte que tem por objetivo injetar corrente el�etrica na subsuperf�	cie� e eletrodos de

potencial ligados a um volt�	metro que tem por �nalidade medir a diferen
ca de potencial

causada pela passagem de corrente na subsuperf�	cie� A medida em que se faz aumentar

as dist�ancias entre os eletrodos de corrente� tem�se uma penetra
c�ao maior da corrente em

profundidade e� portanto� as informa
c�oes recebidas corresponder�ao a profundidades maiores�

dai a raz�ao pela qual o m�etodo �e conhecido como sondagem�

Para a realiza
c�ao de uma sondagem el�etrica vertical� o material necess�ario �e basicamente

um volt�	metro� ummiliamper�	metro� quatro barras met�alicas que funcionam como eletrodos�

uma bateria e alguns cabos de comprimento su�ciente� O aparelho utilizado para as medidas

de campo neste trabalho� o SYSCAL R� tem suas caracteristicas discutidas no cap�	tulo ��

Na realiza
c�ao dos levantamentos de campo com o arranjo Schlumberger� os eletrodos de

corrente foram expandidos obedecendo�se a separa
c�ao preestabelecida de oito pontos por

d�ecada da escala logar�	tmica� come
cando com um espa
camento de � metros at�e valores

pr�oximos aos ��� metros em alguns casos �vale lembrar que se est�a referindo ao espa
camento

AB e n�ao AB���� Adotou�se a precau
c�ao de manter o espa
camento entre os eletrodos de

corrente entre a metade da profundidade de explora
c�ao m�	nima desejada e cinco vezes a

profundidade de explora
c�ao m�axima� Os eletrodos de potencial tiveram um afastamento

inicial de ��� metros� o que �e su�ciente nas medidas iniciais� j�a que os eletrodos de corrente

est�ao a uma pequena dist�ancia e a corrente portanto ainda est�a concentrada nas pequenas

profundidades� A medida em que se aumenta o afastamento entre os eletrodos de corrente�

a corrente injetada na subsuperf�	cie atinge profundidades maiores espalhando�se mais pelo

terreno� isso gera uma di�culdade maior do volt�	metro em medir a diferen
ca de potencial�

Existem duas maneiras de se contornar tal problema� A primeira delas consiste em aumentar

a potencia da fonte de corrente� aumentando�se assim o  uxo de corrente que atravessa o

substrato� A desvantagem desse procedimento� �e o aumento do consumo de energia� e o

r�apido esgotamento da bateria� A segunda alternativa� e mais usada� seria aumentar os

afastamentos entre os eletrodos de potencial� desta forma� pode�se medir a diferen
ca de

potencial entre pontos mais pr�oximos da fonte de corrente� aumentando�se a e�c�acia da

medida� Nos trabalhos de campo foram utilizados afastamentos de � e �� metros� alem do

afastamento inicial de ��� metros entre os eletrodos de potencial� �E norma nos procedimentos

de campo que ao se mudar os afastamentos entre os eletrodos de potencial� se repita a medida

de no m�	nimo um ponto anterior para se ter uma id�eia da discrep�ancia entre as medidas

feitas com diferentes afastamentos� Esse procedimento �e conhecido como embreagem� e est�a

ilustrado na �gura ������

A expans�ao dos eletrodos de corrente em uma sondagem el�etrica� causa um aumento

da penetra
c�ao da corrente em profundidade� A �gura ����� ilustra a fra
c�ao de corrente

que penetra a uma profundidade Z em um meio homog�eneo� como fun
c�ao da raz�ao entre a

separa
c�ao dos eletrodos de corrente� aqui dada como L e a profundidade z� Analisando�se
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Figura ���� Embreagens realizadas nos trabalhos de campo� Procedimento adotado

sempre que foi preciso alterar os afastamentos entre os eletrodos de

potencial�

o gr�a�co� pode�se facilmente perceber que para valores pequenos de L� s�o haver�a corrente

consider�avel a pequenas profundidades� enquanto que para valores grandes de L� a corrente

penetrar�a a maiores profundidades�

Figura ���� Varia
c�ao da densidade de corrente com a profundidade� Onde I �e a

corrente aplicada pela fonte� Iz �e a parcela da corrente que penetra a

uma profundidade z� L �e a separa
c�ao entre os eletrodos de corrente e Z

�e a profundidade� Fonte� Ward� ������



CAP�ITULO �

O M�ETODO DE INVERS�AO

LINEARIZADA

	�� Introdu�c�ao

Em v�arios m�etodos geof�	sicos� dentre os quais o de eletrorresistividade� �e necess�ario que

antes da interpreta
c�ao se realize uma etapa de processamento que consiste em determinar

os par�ametros do modelo� utilizando uma fun
c�ao matem�atica pr�e estabelecida que descreva

o comportamento dos par�ametros f�	sicos e geom�etricos envolvidos� ajustando�a da melhor

maneira poss�	vel aos dados de campo� Para isso� s�ao utilizados v�arios m�etodos� dentre os

quais pode�se citar os m�etodos de Lagrange� Newton� Gauss�Newton� interpola
c�ao polino�

mial e m�	nimos quadrados� Em todos esses m�etodos� �e preciso ter conhecimento da fun
c�ao

matem�atica a qual se deseja ajustar os dados� que por sua vez� muitas vezes tem uma com�

posi
c�ao n�ao linear� o que produz di�culdades na determina
c�ao dos par�ametros de ajuste� Em

particular� o m�etodo dos m�	nimos quadrados� que tem sido largamente utilizado no proce�

dimento de ajuste de curvas te�oricas� possui uma limita
c�ao no que diz respeito a ajuste de

fun
c�oes n�ao lineares� Os procedimentos utilizados para o c�alculo de tais par�ametros nesse

caso� em geral n�ao produzem bons resultados� e quando o fazem exigem um esfor
co computa�

cional muito grande� As fun
c�oes lineares s�ao ajustadas pelo m�etodo sem maiores problemas�
�E certo que algumas fun
c�oes originariamente n�ao lineares podem ser aproximadas para tal

atrav�es de uma simples manipula
c�ao de termos e rede�ni
c�ao de par�ametros� entretanto� ou�

tras fun
c�oes� como as que ocorrem em problemas geof�	sicos� n�ao podem ser linearizadas com

tal procedimento�

Na tentativa de se resolver o problema de ajuste as fun
c�oes n�ao lineares� surgiu o m�etodo

de invers�ao linearizada� que tem por objetivo linearizar a fun
c�ao atrav�es da expans�ao de

Taylor de primeira ordem� em torno do modelo corrente� Desta maneira� pode�se obter

uma forma quadr�atica cujo ponto de m�	nimo pode ser calculado com o m�etodo de m�	nimos

quadrados� conforme ilustra a �gura ������ A lineariza
c�ao atrav�es da utiliza
c�ao da expans�ao

por s�erie de Taylor� produz uma express�ao linear para aproximar a fun
c�ao n�ao linear em

torno do modelo corrente� O somat�orio do erro quadr�atico� que corresponder�a a equa
c�ao de

um parabol�oide de dimens�ao n no espa
co dos n par�ametros� �e apenas uma aproxima
c�ao da

��
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fun
c�ao original e s�o poder�a ser utilizada para valores pr�oximos ao ponto inicial tomado� A

lineariza
c�ao n�ao resolve entretanto o problema da converg�encia para m�	nimos locais que afeta

o processo de minimiza
c�ao de fun
c�oes n�ao lineares� Acontece que a express�ao que de�ne o

somat�orio do erro quadr�atico em fun
c�ao do vetor de par�ametros para uma fun
c�ao linear� por

ser um parabol�oide� possui apenas um m�	nimo� A fun
c�ao�objetivo� da qual se deseja obter

o m�	nimo global� n�ao �e um parabol�oide� e portanto poder�a ter v�arios m�	nimos locais� neste

caso� o m�	nimo para o qual o m�etodo convergir�a� depender�a do vetor de par�ametros iniciais

adotado�
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Figura ���� Representa
c�ao esquem�atica da fun
c�ao�objetivo n�ao linear e linearizada

em torno do modelo corrente mk� O ponto mk�� representa o modelo

obtido com a solu
c�ao m�	nimos quadrados�

	�� Modelagem direta

Deixemos �a�m� t� representar a fun
c�ao te�orica para o c�alculo das resistividades aparentes

escolhida para descrever os dados observados� dobs i� i�������M� ondem����� 			� �N � h�� 			� hN���T

representa o modelo comN camadas e �N�� espessuras� e t a vari�avel independente �t�AB����

A equa
c�ao �a�m� t� representa a solu
c�ao matem�atica ou f�	sico�matem�atica do problema de�

nominado modelagem direta� ou seja� para um dado modelo m� podemos calcular �a�m� t�

para qualquer t�
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	�	 Invers�ao linearizada com norma �

Para um dado conjunto de pares de observa
c�oes dobs i� ti i�������M� podemos de�nir a

fun
c�ao positiva denominada fun
c�ao�objetivo� como segue�

Q�m� �
MX
i	�

�dobs i � �a�m� ti��
� �����

O modelo m� �e considerado �otimo quando Q�m�� corresponde ao m�	nimo de Q�m�� A

determina
c�ao de m� ou seja� o modelo que� atrav�es de �a�m� t�� melhor descreve os dados

observados� consiste no problema inverso�

V�arios m�etodos para a solu
c�ao do problema inverso� denominados m�etodos de invers�ao

t�em sido desenvolvidos nas �ultimas d�ecadas� Tais m�etodos podem� em primeira aproxima
c�ao�

ser classi�cados como m�etodos de invers�ao linear e de invers�ao n�ao linear� a depender do

tipo de fun
c�ao utilizada para descrever os dados�

No m�etodo de invers�ao linearizada parte�se de um modelo inicial�m�� que �e reformulado

sucessivamente� O modelo m�� ou uma estimativa do mesmo� �e obtido de forma iterativa

resolvendo�se um sistema de equa
c�oes a cada passo do processo� O m�etodo convergir�a para

o modelo associado ao m�	nimo da fun
c�ao�objetivo mais pr�oximo de Q�m��� ou seja� mais

pr�oximo do ponto de partida� A obten
c�ao do m�	nimo global� Q�m��� depender�a portanto

fortemente do modelo inicial�

A reformula
c�ao dos par�ametros do modelo corrente� mk� �e feita de forma que o novo

modelo� mk��� corresponda ao m�	nimo do parabol�oide tangente� kQ�m�� a fun
c�ao�objetivo

pelo ponto �mk�
kQ�m��� conforme ilustra a �g ������

Os desvios utilizados na gera
c�ao da fun
c�ao objetivo s�ao dados por�

�di � dobs i � �a�m� ti� �����

Deixemosmk � �km�� 			�
kmN�T representar o modelo corrente� Utilizando�se a expans�ao

de Taylor de primeira ordem da equa
c�ao ������ em torno do modelo mk� obtem�se�

�di �� ��di �
k�di �

��di
�m

�����
mk

�m�mk� �����

onde ��di representa a aproxima
c�ao linear do desvio �di� obtida em torno do ponto mk�

�di � dobs i � �a�m� ti�� De forma explicita� o segundo termo da equa
c�ao ����� pode ser

escrito como�
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� �

	

 ��a�m� t�

�m�

�����
�mk�ti�

�k��m� �
km�� � 			�

��a�m� t�

�mN

�����
�mk�ti�

�k��mN �
kmN�

�
� �����

ou de forma mais compacta�

� ��kgi�			
kgiN �

	



k��m� �
km�

���
k��mN �

kmN

�
���� �����

onde� kgij � ��a�m�t�
�mj

j�mk�ti�� com j�������N� representa a derivada primeira da fun
c�ao

�a�m� t� com rela
c�ao ao par�ametro kmj� avaliada em �mk� ti��

Deixando i�������M e j�������N� e utilizando nota
c�ao vetorial� podemos representar a

equa
c�ao ����� na forma seguinte�

��d � �dk �Gk�mk �����

onde�

�mk � m�mk

�dk � dobs � �a�mk�

Gk �e a matriz das derivadas� com elementos kgij de�nidos acima� tamb�em denominada de

matriz sensitividade ou matriz das derivadas de Frechet� Cada coluna kgj da matriz Gk esta

relacionada com a derivada de �a�m� t� com rela
c�ao ao par�ametro mj e avaliada nos pontos

�mk� ti� i�������M� Os elementos kgij podem ser avaliados de forma aproximada ou exata�

Neste �ultimo caso� atrav�es das equa
c�oes para o c�alculo das derivadas� quando dispon�	veis�

Para avaliar kgij de forma aproximada podemos utilizar a express�ao seguinte�

kgij ��
�a�mk � 
j� ti�� �a�mk� ti�


j
�����

onde 
j representa uma perturba
c�ao no par�ametro kmj� �
j � �� ���kmj por exemplo��


j � ��� 			� �� 
j� �� 			� ��
T � representando o vetor de dimens�ao N� com elementos nulos� a

exce
c�ao do elemento de �	ndice j�

Utilizando�se a equa
c�ao ����� podemos escrever a express�ao da forma quadr�atica� kQ�m��

tangente a fun
c�ao objetivo�



��

kQ�m� � ��dT ��d � �� ��mk
T �

	

 �dk

T�dk �dk
TGk

GT
k�dk GT

kGk

�
�
	

 �

��mk

�
� �����

de onde pode�se obter diretamente as equa
c�oes normais�

�GT
kGk��mk � GT

k�dk �����

Resolvendo para �mk� obtem�se a express�ao para atualizar o modelo corrente�

mk�� � mk � �GT
kGk�

��Gk �dobs � �a�mk�� ������

A equa
c�ao ������ �e utilizada de forma iterativa para atualiza
c�ao do modelo corrente�

garantindo que mk�� corresponda ao m�	nimo de kQ�m�� conforme indicado na �gura ������

A seguir� est�ao apresentados os passos do algoritmo de invers�ao linearizada�

Inicializa
c�ao

tol�����

m� � ��m�� 			�
�mN �T � modelo inicial

�a�m�� � ��a�m�� t��� 			� �a�m�� tM��T

k��

�dk � dobs � �a�mk� �����

Gk

Gk
T�dk

GT
kGk

�GT
kGk��mk � GT

k�dk

mk�� � mk ��mk

�a�mk��� � ��a�mk��� t��� 			� �a�mk��� tM��T

rk�� �
�
PM

i��
dobs i��a�mk���ti�PM

i��
d�
obs i

�
PM

i��

�a�mk���ti���

if �rk�� � tol� k�k�� goto ���
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	�� Invers�ao linearizada com norma Lp

Seguindo o procedimento proposto por �Porsani� ������ a equa
c�ao ����� pode ser repre�

sentada como segue�

Q�m� �� �
MX
i	�

f"�dobs i � �a�m� ti��
�#�g� ������

Note que para � � �
�
� a equa
c�ao ������ resultar�a igual a equa
c�ao ������

Deixemos�

f�m� t�� � f"dobs i � �a�m� t�#�g� ������

Utilizando a expans�ao de Taylor de primeira ordem em torno do modelo mk� obtem�se�

f�mk��� t�
� � f�mk� t�

� � �f�mk� t�
��� �f�m� t�

�m

�����
mk

�mk ������

� f�mk� t�
� � �f�mk� t�

�����d�mk� t�
������a�m� t�

�m

�����
mk

�mk ������

onde �mk � mk�� �mk

A expans�ao por s�erie de Taylor faz com que a fun
c�ao f�m� t�� que antes era de natureza

n�ao linear� se torne agora uma fun
c�ao linear� tendo como vari�avel o vetor �mk� Para valores

discretos de t� isto �e� ti � i�t% i�������M� e utilizando�se nota
c�ao matricial� pode�se escrever

a equa
c�ao ������ da seguinte maneira�

	



f�mk��� t���

���

f�mk��� tM ��

�
��� �

	



f�mk� t��
�

���

f�mk� tM��

�
����

	



��f�mk� t��
����d�mk� t�� �

�� �

� ��f�mk� tM �����d�mk� tM�

�
���

	



��a�m�t��
�m�

���
mk

���
��a�m�t��
�mN

���
mk

���
���

���
��a�m�tM�

�m�

���
mk

���
��a�m�tM�

�mN

���
mk

�
����

	



k��m� �
km�

���
k��mN �

kmN

�
��� ���	
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Para se compreender a nota
c�ao matricial exposta aqui� �e preciso ter ci�encia de que a

derivada indicada na express�ao �e na verdade uma derivada vetorial� e como tal� a deriva
c�ao

deve ser feita com rela
c�ao a todos os termos do vetor m�

Nomeando as matrizes e vetores envolvidos na express�ao� Podemos escreve�la da seguinte

forma�

f�k�� � f�k �F�kGk�mk ������

A partir da�	� torna�se clara a con�gura
c�ao linear da fun
c�ao f�m� t��� Como coe�ciente

angular tem�se a express�ao �F�kGk� que �e na verdade o produto entre uma matriz diagonal

principal� de dimens�oes m � m� e a matriz das derivadas� de dimens�oes m � n� tamb�em

conhecida como matriz sensitividade� O produto entre essas duas matrizes ser�a portanto

uma matriz de dimens�oes m � n� Como coe�ciente linear tem�se o vetor f�k que �e formado

pelos elementos da fun
c�ao f�m� t�� no ponto mk para diferentes valores de t�

Temos agora a express�ao linear do erro quadr�atico elevado a norma� e podemos determinar

os valores do vetor �mk aplicando o m�etodo dos m�	nimos quadrados�

Q�m� �� ��
h
� ��mk

T
i 	
 fT�k

GT
kF

T
�k

�
� h f�k F�kGk

i 	
 �

��mk

�
� ������

minimizando com rela
c�ao a �mk obtem�se�

�GT
kF

�
�k
Gk��mk � GT

kF�kf�k ������

Os elementos fi�i da matriz F�
�k

tem a seguinte forma�

fi�i � ���"�d�mk� ti�
�#�����d�mk� ti�

� ������

e o elemento do vetor resultante do produto de F�kf�k� �e igual a�

fi � ��"�d�mk� ti�
�#�����d�mk� ti� ������

Note que a equa
c�ao ������ resulta igual a equa
c�ao ����� quando � � �
� � que corresponde a

express�ao para a invers�ao linearizada com norma �� A equa
c�ao ������ adiciona o par�ametro



��

� no m�etodo de invers�ao linearizada� ou seja� o m�etodo pode trabalhar explorando outras

normas� n�ao �cando restrito a norma ��

Resolvendo�se a equa
c�ao ������ para o modelo corrente mk� podemos atualizar o modelo

para mk�� como segue�

mk�� � mk ��mk ������

onde �mk � �GT
kF

�
�k
Gk���GT

kF�kf�k

Para a solu
c�ao da equa
c�ao ������ utiliza�se o algoritmo conjugado gradiente� cuja estru�

tura esta apresentada no ap�endice D�

	�� Invers�ao linearizada no dom�
nio logar�
tmico

Um dos principais objetivos deste trabalho no �ambito da invers�ao linearizada �e investigar

a e�ci�encia do m�etodo em determinar um ponto de m�	nimo na fun
c�ao�objetivo utilizando o

dom�	nio logar�	tmico no processo de invers�ao �Johansen� ������ A principal mudan
ca intro�

duzida no m�etodo de invers�ao linear� �e a ado
c�ao de uma fun
c�ao erro constru�	da utilizando�se

a diferen
ca entre o logaritmo dos dados observados e o logaritmo dos dados calculados� Dessa

forma podemos coloc�a�la da seguinte maneira�

�d�m� ti� � log�dobs i�� log��a�m� ti�� ������

Nesta nova situa
c�ao� o vetor que representa o modelo corrente �e dado por�

m�

k � log�mk� ������

e o vetor de incremento torna�se�

�m�

k � log�m�� log�mk� ������

A outra modi�ca
c�ao ocorre na matriz das derivadas� Nesta nova forma� o vetor �a�m� t��

�e substitu�	do por log"�a�m� t�#� e a derivada �e de�nida em termos de log�m�� o que deter�

mina uma modi�ca
c�ao nos elementos da matriz� O c�alculo das derivadas que de�nem cada

elemento gij da matriz �e ent�ao dado por�



��

gij ��
log"�a�m�� t�#� log"�a�m� t�#


j
������

onde m� j � exp"�	��� log�mj�#� e 
j representa uma perturba
c�ao no par�ametro mj e

pode ser feito� 
j � �	���"log�mj�# por exemplo� Note que a perturba
c�ao se faz tamb�em no

dom�	nio logar�	timico�

Com a ado
c�ao dessas modi�ca
c�oes� a fun
c�ao linearizada do erro ganha uma nova estrutura

que poder�a lhe proporcionar umamaior versatilidade no processo de converg�encia a um ponto

de m�	nimo� De�nindo ��a�m� t� � log"�a�m� t�# e substituindo�se �a�m� t� emk por ��a�m� t� e

m�

k na equa
c�ao ������ procede�se da mesma forma mostrada na se
c�ao ���� at�e a determina
c�ao

do vetor m�

k���

A utiliza
c�ao do algoritmo conjugado gradiente no dom�	nio logar�	tmico� causa a determi�

na
c�ao de um vetor incremento ��m�

k� com caracter�	sticas logar�	tmicas� e em fun
c�ao disso� ele

dever�a ser adicionado ao logaritmo do vetor inicial de par�ametros� e o resultado� novamente

convertido a forma linear atrav�es da equa
c�ao� k��mj � exp"k�m�

j �
km�

j#� j�������N� Confor�

me demonstrado nos exemplos num�ericos das se
c�oes seguintes� a ado
c�ao desse procedimento

garantir�a uma converg�encia bem mais r�apida do m�etodo em fun
c�ao do n�umero de itera
c�oes�

	�� O fator de amortecimento para estabilizar a I�L�

Em se
c�oes anteriores� foi visto que o m�etodo de m�	nimos quadrados aplicado a express�ao

do erro quadr�atico produzia a seguinte equa
c�ao�

�m � "GTF�
�G#��GTFT

� f� ������

que permite calcular o conjunto de par�ametros que torna m�	nima a express�ao do erro

quadr�atico� Entretanto� na tentativa de se inverter dados de campo e sint�eticos� o m�etodo

por vezes divergia� ou seja� o vetor de par�ametros de uma itera
c�ao posterior ao inv�es de tornar

menor a express�ao do erro quadr�atico� produzia o efeito inverso� A diverg�encia ocorria em

modelos invertidos com diversas normas e em ambos os dom�	nios� linear e logar�	tmico� A

solu
c�ao para o problema foi alterar as equa
c�oes de forma a introduzir nas mesmas o fator de

amortecimento de Marquardt �Rijo et al� ������ O termo� age diretamente sobre a matriz

XTX provocando um ganho em sua diagonal principal ao se somar os elementos da matriz

a uma outra� composta pelo produto entre um n�umero real qualquer e a matriz identidade

de mesmas dimens�oes� Com essa mudan
ca� a nova express�ao para a equa
c�ao acima �e�



��

�m � "GTF�
�G� kI#��GTFT

� f� ������

O ganho nos valores da diagonal principal da matriz XTX faz com que aumente a cur�

vatura do parabol�oide que representa a express�ao do erro quadr�atico em fun
c�ao do vetor

de par�ametros� aumentando tambem o gradiente na dire
c�ao do m�	nimo do parabol�oide em

qualquer ponto� Isso facilitar�a a a
c�ao do m�etodo conjugado gradiente em determinar um ve�

tor de par�ametros de uma itera
c�ao posterior� que torne menor o valor do erro quadr�atico� j�a

que em sua �loso�a de funcionamento� o m�etodo procura transportar o vetor de par�ametros

ao longo da dire
c�ao que possua o maior gradiente�

A utiliza
c�ao do fator de amortecimento se d�a teoricamente em fun
c�ao do modelo inicial

proposto� Se tal modelo for ruim� �e bem poss�	vel que seja preciso introduzir um fator de

amortecimento a �m de garantir a converg�encia� Se entretanto� o modelo inicial for bom� �e

aconselh�avel tornar tal fator inoperante� pois ele� que �e utilizado para garantir a converg�encia�

tem� como uma esp�ecie de efeito colateral� a capacidade de torn�a�la mais lenta�

	�� O m�etodo aplicado a modelos sint�eticos

Nesta se
c�ao� s�ao expostos os resultados obtidos durante a fase de testes do m�etodo de

invers�ao linearizada� Os testes foram realizados levando�se em considera
c�ao a resposta do

m�etodo aos par�ametros� norma� fator de amortecimento� modelo inicial e dom�	nio� O mo�

delo sint�etico foi constru�	do de forma que pudesse se aproximar bastante das condi
c�oes reais

de subsuperf�	cie da regi�ao� Nestas condi
c�oes� foi idealizada uma primeira camada composta

por sedimento inconsolidado de razo�avel espessura e seco �sem presen
ca de �agua nos po�

ros�� A segunda camada� com espessura semelhante a primeira� �e tamb�em formada por

sedimento inconsolidado� cujos gr�aos est�ao envoltos por �agua capilar e pelicular� provavel�

mente com um alto �	ndice de sal dissolvido� ou mesmo ambasamento alterado� Logo abaixo�

encontra�se a camada aqu�	fera� com uma espessura em torno dos �� metros� formada pelo

embasamento cristalino fraturado� saturado em �agua salobra� A quarta e �ultima camada� �e

o embasamento cristalino n�ao fraturado� caracterizado pela alta resistividade� Desta forma�

e baseado nos valores de resistividade t�	pica dos materiais� que podem ser vistos na tabela

������ estabeleceu�se um modelo inicial de quatro camadas� onde os valores de resistividade

e espessura podem ser vistos na tabela abaixo�

Foram realizados testes com esse modelo sint�etico� invertendo�o utilizando�se normas ��

� e �� fator de amortecimento � e �� dom�	nio linear e logar�	tmico� e modelos iniciais bons

�com uma perturba
c�ao de �� & em rela
c�ao aos par�ametros do modelo� e ruins �com uma

perturba
c�ao de �� &�� o que �naliza um total de �� modelos invertidos de formas diferentes�

Os resultados podem ser vistos nas �guras ����� a ������ no �nal da se
c�ao�
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Resistividade �� �m� Espessura �m�

camada � ���� �

camada � �� �

camada � ��� ��

camada � ���� �

Tabela ���� Valores dos par�ametros do modelo sint�etico escolhido

A primeira �gura� mostra a in u�encia da norma para invers�oes realizadas no dom�	nio

linear� com modelo inicial bom e fator de amortecimento inoperante� Est�a claro que sob

essas condi
c�oes� a invers�ao com norma � levou vantagem� pois logo na primenira itera
c�ao

atingiu um�	ndice de ajuste de ��� &� enquanto que para a norma � isso foi poss�	vel a partir da

quarta itera
c�ao� o que n�ao lhe acarreta grande desvantagem� j�a que os par�ametros invertidos

foram praticamente os mesmos para os dois modelos� com exce
c�ao da segunda camada� onde

os par�ametros invertidos utilizando�se norma � est�ao mais pr�oximos a realidade� Entretanto�

a invers�ao com norma � neste caso� revelou um ajuste bastante oscilante e de um modo

geral pequeno em rela
c�ao aos outros dois casos� o modelo �nal �e fracamente invertido� e

os par�ametros ajustados trazem diferen
cas grosseiras em rela
c�ao aos par�ametros propostos�

Nas � normas utilizadas� o ajuste dos par�ametros da primeira camada �e bastante preciso�

enquanto que para a �ultima camada os valores de resistividade �caram em torno do valor

proposto no modelo inicial� sem grandes varia
c�oes portanto� De um modo geral� analisando�

se o conjunto dos tr�es modelos invertidos� constatou�se que o melhor desempenho �cou por

conta do modelo invertido com norma �� A �gura ������ mostra a in u�encia da norma

para invers�oes feitas no dom�	nio linear� com modelo inicial bom e fator de amortecimento

�� o que a priori �e� neste caso� desnecess�ario pois o fator de amortecimento �e utilizado para

garantir a converg�encia de modelos iniciais ruins� o que n�ao �e o caso� Entretanto� os testes

realizados sob essas condi
c�oes� revelaram uma melhora signi�cativa na invers�ao com norma

�� onde o �	ndice de ajuste atingiu valor m�aximo� Com as normas � e � ocorreu o esperado�

ou seja� o ajuste �nal foi � para a norma �� e bem pr�oximo a isso para a norma �� por�em

a converg�encia foi bem mais demorada� o que evidencia uma total falta de necessidade de

fatores de amortecimentos t�ao altos para invers�oes com modelos iniciais bons nos dois casos�

Os melhores resultados foram novamente atingidos na invers�ao dos par�ametros da primeira

camada� ocorrendo o mesmo problema anterior na invers�ao da �ultima� As invers�oes com

norma � e � t�em precis�ao equivalente� enquanto que com norma �� o valor obtido para a

espessura da terceira camada �e totalmente discrepante� o que vem a abalar fatalmente os

resultados da invers�ao com tal norma� Os testes mostraram que o fator de amortecimento

nesse caso teve in u�encia signi�cativa nas invers�oes com norma �� ao mesmo tempo parece

ter prejudicado o resultado das invers�oes com norma �� A tabela ����� mostra os valores

invertidos no dom�	nio linear com modelo inicial bom�
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lnb�� lnb�� lnb�� lnb�� lnb�� lnb��

�� ������� ������ ������ ���� ������ ������

�� ����� ���� ���� ���� ���� ����

�� ������� ������ ������ ������ ������ ������

� ������� ������� ������� ������� ������� �������

h� ���� ���� ���� ���� ���� ����

h� �������� ���� ���� ���� ���� ����

h� ������ ����� ����� ����� ����� ����

Tabela ���� Valores dos par�ametros invertidos com dom�	nio linear e modelo inicial

bom� ln signi�ca dom�	nio linear� b indica modelo inicial bom� o primeiro

algarismo indica o fator de amortecimento� e o segundo indica a norma

utilizada�

A �gura ����� mostra as invers�oes realizadas no dom�	nio linear� modelo inicial ruim e

fator de amortecimento inoperante� Para norma �� como j�a era de se esperar� a invers�ao

foi um fracasso� o que demonstra a necessidade de um fator de amortecimento maior para

inverter com um modelo inicial t�ao desfavor�avel� Entretanto� para as normas � e �� as

invers�oes apresentaram resultados satisfat�orios� obtendo�se � como ajuste �nal� apesar das

consider�aveis diferen
cas entre os par�ametros ajustados� A invers�ao com norma � apresentou

melhores resultados apesar de ter conseguido alcan
car apenas uma regi�ao de m�	nimo local�

o que esta evidenciado ao se observar o ajuste impreciso dos par�ametros obtidos para a

segunda camada� Persiste ainda o problema do ajuste impreciso para a resistividade da

�ultima camada� A �gura ����� mostra a in u�encia do fator de amortecimento nas invers�oes

com as diferentes normas� O fator � in uenciou de forma positiva no ajuste dos par�ametros

com norma �� principalmente na resistividade da terceira camada� que invertida com fator �

apresentou um valor altamente impreciso� Modi�cou tambem sensivelmente os par�ametros

da segunda camada invertida com norma �� ainda que isto n�ao signi�casse uma vantagem�

visto que tais par�ametros ajustados com fator � ainda est�ao distantes do valor estabelecido�

A grande mudan
ca ocorre entretanto na invers�ao com norma �� que desta vez foi amplamente

satisfat�oria em rela
c�ao aquela realizada com fator de amortecimento inoperante� Uma an�alise

geral� mostra ummesmo grau de invers�ao para os tr�es modelos� persistindo ainda o problema

de se alcan
car apenas um m�	nimo local� Tais resultados demonstram que a norma � �e de um

modo geral mais sens�	vel ao modelo inicial� se comparada as normas � e �� isto quer dizer

que se tais modelos n�ao forem de fato muito bons� o seu uso estar�a restrito a ado
c�ao de

um certo fator de amortecimento� As invers�oes feitas com um modelo inicial ruim� levavam

invariavelmente a fun
c�ao objetivo a regi�oes de m�	nimo locais� Este �e o pre
co a ser pago no

processo de invers�ao linearizada pela escolha de um modelo inicial desfavor�avel� A tabela

����� mostra os parametros invertidos para um dom�	nio linear e um modelo inicial ruim�
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lnr�� lnr�� lnr�� lnr�� lnr�� lnr��

�� ������ ������� ������� ������ ������ ������

�� ������� ����� ����� ���� ���� �����

�� ������� ������ ������ ������ ������ ������

� ������� ������� ������� ������� ������� �������

h� ������ ���� ���� ���� ���� ����

h� �������� ���� ����� ���� ���� ����

h� ������� ����� ����� ����� ����� �����

Tabela ���� Valores dos par�ametros invertidos com dom�	nio linear e modelo inicial

ruim� ln signi�ca dom�	nio linear� r indica modelo inicial ruim� o pri�

meiro algarismo indica o fator de amortecimento� e o segundo indica a

norma utilizada�

Com a observa
c�ao da �gura ������� passa�se a analisar as invers�oes feitas no dom�	nio

logar�	tmico� com modelo inicial bom e fator de amortecimento inoperante� A invers�ao com

norma �� embora n�ao possa ser considerada discrepante� �e visivelmente inferior aos valores

conseguidos com as outras normas� O fator de amortecimento � neste caso n�ao conseguiu

garantir uma converg�encia� o que �e demonstrado com a queda do �	ndice de ajuste a cada

itera
c�ao� Aqui� a invers�ao com norma � se mostrou mais e�ciente� e at�e o problema do pe�

queno ajuste para a �ultima camada foi melhor resolvido� As invers�oes realizadas no dom�	nio

logar�	tmico� com modelo inicial bom e fator de amortecimento �� mostradas na �gura �������

apresentam exatamente o mesmo grau de e�ci�encia� com ajustes �nais iguais� assim como

iguais �ou praticamente iguais� tamb�em foram as dimens�oes dos par�ametros invertidos� O

fator de amortecimento� como era de se esperar� prejudicou as invers�oes realizadas com mo�

delo inicial bom� retardando a converg�encia do m�etodo� Essa �e a causa do melhor ajuste

conseguido com fatores de amortecimento inoperantes para as tr�es normas� Na tabela ������

pode�se observar os valores dos parametros invertidos para um dom�	nio logar�	tmico e um

modelo inicial bom�

Passemos agora a an�alise das invers�oes realizadas no dom�	nio logar�	tmico� com modelo

inicial ruim e fator de amortecimento inoperante� Nos tr�es casos apresentados� as invers�oes

n�ao obtiveram bons resultados� O processo era interrompido na terceira ou quarta itera
c�ao�

com uma queda acentuada do �	ndice de ajuste� que atingiu valores em torno de ���� Os

resultados foram de tal forma ruins� que n�ao foram mostrados em gr�a�co� A �gura ������

mostra os resultados das invers�oes realizadas no dom�	nio logar�	tmico� commodelo inicial ruim

e fator de amortecimento �� Os melhores resultados �caram por conta da invers�ao com norma

�� embora nos tr�es casos foram alcan
cados apenas m�	nimos locais� o que �ca evidenciado ao

se observar o ajuste ruim obtido para os par�ametros da camada �� As tr�es normas utilizadas

apresentaram exatamente os mesmos resultados no que diz respeito as performances �nais�
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lgb�� lgb�� lgb�� lgb�� lgb�� lgb��

�� ������� ������ ������ ������� ������ ������

�� ���� ���� ���� ���� ���� ����

�� ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ������� ������� ������� ������� ������� �������

h� ���� ���� ���� ���� ���� ����

h� ���� ���� ���� ���� ���� ����

h� ����� ����� ����� ����� ����� �����

Tabela ���� Valores dos par�ametros invertidos com dom�	nio logar�	tmico e modelo

inicial bom� lg signi�ca dom�	nio logar�	tmico� b indica modelo inicial

bom� o primeiro algarismo indica o fator de amortecimento� e o segundo

indica a norma utilizada�

sempre em torno de �� O fator de amortecimento � salvou as invers�oes feitas com modelo

inicial ruim� j�a que s�o desta forma foi poss�	vel alcan
car ajustes consider�aveis� As invers�oes

feitas no dom�	nio logar�	tmico s�ao um bom exemplo de quando a utiliza
c�ao de um fator de

amortecimento n�ao nulo pode ajudar ou atrapalhar o processo de invers�ao� Ficou claro que a

utiliza
c�ao ou n�ao do fator� esta intimamente ligado ao modelo inicial estabelecido� A tabela

����� mostra o resultados das invers�oes para dom�	nio logar�	tmico e modelo inicial ruim�

lgr�� lgr�� lgr�� lgr�� lgr�� lgr��

�� � � � ������ ������ ������

�� � � � ���� ���� ����

�� � � � ������ ������ ������

� � � � ������� ������� �������

h� � � � ���� ���� ����

h� � � � ���� ���� ����

h� � � � ����� ����� �����

Tabela ���� Valores dos par�ametros invertidos com dom�	nio logar�	tmico e modelo

inicial ruim� lg signi�ca dom�	nio logar�	tmico� r indica modelo inicial

ruim� o primeiro algarismo indica o fator de amortecimento� e o segundo

indica a norma utilizada�

Analisando�se as �� invers�oes feitas no dom�	nio linear� e comparando�as as outras ��

feitas no dom�	nio logaritmico� pode�se chegar a v�arias conclus�oes� Mostrou�se que ao se

utilizar modelo inicial bom e fator de amortecimento inoperante� torna�se clara a vantagen

das invers�oes no dom�	nio logar�	tmico� no qual os par�ametros ajustados �caram bem mais

pr�oximos do modelo sint�etico estabelecido� O dom�	nio logar�	tmico neste caso conseguiu



��

inclusive eliminar o problema do baixo ajuste para a resistividade da �ultima camada� elevando

o valor dessa resistividade a valores pr�oximos ao estabelecido no modelo sint�etico� Para um

modelo inicial bom� e um fator de amortecimento �� os par�ametros invertidos nos dom�	nios

linear e logar�	tmico tiveram o mesmo grau de ajuste� Em ambos os dom�	nios as invers�oes com

normas � e � foram prejudicadas pela ado
c�ao desnecess�aria de um fator de amortecimento�

enquanto que a norma � se bene�ciou com o fator� principalmente quando se adotava modelos

iniciais ruins�

Ao se utilizar um modelo inicial ruim� e um fator de amortecimento inoperante� os re�

sultados penderam favoravelmente para o dom�	nio linear� visto que no dom�	nio logar�	tmico

os ajustes tornaram�se simplesmente imposs�	veis� devido a alta diverg�encia do m�etodo neste

caso� A ado
c�ao de um fator de amortecimento � veio a equilibrar o grau de ajuste entre os

dois dom�	nios� Nesta nova situa
c�ao n�ao houve �vencedores� visto que os par�ametros para os

dois dom�	nios foram ajustados de forma similar�

De uma forma geral� em termos de e�ci�encia no grau de ajuste dos par�ametros� o dom�	nio

logar�	tmico pode ser considerado mais e�caz em se tratando de modelos iniciais bons� pois

neste caso os modelos mais bem invertidos foram o lgb�� e lgb��� Para modelos iniciais

ruins� n�ao houve diferen
ca signi�cativa no ajuste para os dois dom�	nios� sendo poss�	vel al�

can
car apenas m�	nimos locais� Entretanto� constatou�se com base nas an�alises gr�a�cas� que o

dom�	nio linear ajustou melhor os pontos iniciais do modelo sint�etico� enquanto que o dom�	nio

logar�	tmico inverteu melhor os pontos intermedi�arios�

Quanto a quest�ao da velocidade de converg�encia� parece n�ao haver raz�oes plaus�	veis para

preferir um dom�	nio a outro visto que os testes mostraram que os modelos convergiam a �

�quando convergiam� aproximadamente com o mesmo n�umero de itera
c�oes�
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Figura ����� Invers�ao no dom�	nio logar�	tmico
 modelo inicial ruim
 fator de amorte�

cimento �� Acima est�ao os dados sint�eticos
 e as curvas invertidas nas

tr�es normas� Abaixo a esquerda os modelos ajustados nas tr�es normas

e o modelo sint�etico em magenta� com as espessuras e resistividades

das camadas� Abaixo a direita
 os desempenhos das tr�es normas�
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��� Alguns testes com dados reais

A etapa de testes com dados reais foi necess�aria para atestar a e�ci�encia do m�etodo de

invers�ao linearizada no tratamento com modelos em que o grau de heterogeneidade �e bem

maior do que em dados sint�eticos� De fato� tal adversidade pode causar uma mudan	ca de

comportamento na atua	c�ao do m�etodo� sendo preciso averiguar nesta fase� de que forma seria

poss�
vel usar da melhor maneira os conceitos de norma e dom�
nio no processo de invers�ao�

Para tanto� foram realizados testes com tr�es modelos de campo� os quais foram invertidos

com norma � e �� e nos dom�
nios linear e logar�
tmico�

A primeira sondagem� realizada no campus da Universidade Federal da Bahia� mostrou

tratarse de um modelo de quatro camadas� Os resultados das invers�oes mostraram pouca

in�u�encia na varia	c�ao dos pr�ametros norma e dom�
nio� j�a que apresentaram praticamente o

mesmo desempenho� embora tenham sido ligeiramente maiores quando se utilizou a norma �

no dom�
nio linear �com norma � n�ao foi poss�
vel alcan	car o objetivo de ��� itera	c�oes�� por�em

a diferen	ca tamb�em ai se mostrou desprez�
vel�

���� �m� �� �� �� h��m� h� h�

Mod� inicial ����� ����� ����� ������� ���� � ��

Linear � ����� ����� ����� ������� ���� ���� �����

Log � ����� ����� ����� ������� ���� ���� �����

Linear � ����� ����� ����� ������� ���� ���� �����

Log � ����� ����� ����� �� �� � ���� ���� ���� �����

Tabela ���� Valores dos par�ametros invertidos do primeiromodelo de campo� Linear

e Log indicam o dom�
nio e o algorismo seguinte indica a norma utilizada

Na segunda sondagem� realizada na regi�ao de Porto Seguro� come	ca a se veri�car as pe

quenas varia	c�oes no ajuste� decorrentes da utiliza	c�ao de normas e dom�
nios diferentes� Nas

invers�oes realizadas com ambas as normas� notase claramente um melhor ajuste no dom�
nio

logar�
tmico para os pontos mais distantes� Em contrapartida� os pontos mais pr�oximos s�ao

melhor ajustados no dom�
nio linear� Esse efeito de compensa	c�ao� faz com que os desempe

nhos �nais registrados sejam praticamente os mesmos� com uma pequena e at�e desprez�
vel

vantagem para o dom�
nio linear em ambas as normas� Mais uma vez� os �
ndices �nais de

ajuste alcan	caram seus maiores valores quando da utiliza	c�ao de norma ��

A terceira sondagem� tamb�em realizada na regi�ao de Porto Seguro� mostra que para

norma �� as invers�oes realizadas nos dois dom�
nios traz praticamente os mesmos resultados�

tanto no n�
vel de ajuste da curva quanto nas performances �nais registradas� Com norma

�� percebese melhor as diferen	cas nas invers�oes com os dois dom�
nios� Mais uma vez� no

dom�
nio linear� foram melhor invertidos os primeiros pontos da curva� enquanto que no
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���� � m� �� �� �� h��m� h� h�

Mod� inicial ����� ���� ������ ������� ���� ����� ������

Linear � ����� ���� ����� ������� ���� ����� ������

Log � ����� ���� ����� ������� ���� ����� ������

Linear � ����� ���� ����� ������� ���� ����� ������

Log � ����� ���� ����� ������� ���� ����� ������

Tabela ���� Valores dos par�ametros invertidos do segundo modelo de campo� Linear

e Log indicam o dom�
nio e o algorismo seguinte indica a norma utilizada

dom�
nio logar�
tmico os pontos intermedi�arios e �nais traziam um melhor grau de ajuste� Os

�
ndices de ajustes �nais registrados para norma �� foram levemente maiores do que aqueles

registrados para norma ��

���� � m� �� �� h��m� h�

Mod� inicial ����� ���� ������ ���� �����

Linear � ����� ���� ����� ���� �����

Log � ����� ���� ����� ���� �����

Linear � ����� ���� ����� ���� �����

Log � ����� ���� ����� ���� �����

Tabela ���� Valores dos par�ametros invertidos do terceiro modelo de campo� Linear

e Log indicam o dom�
nio e o algorismo seguinte indica a norma utilizada

Os resultados das invers�oes de dados reais� mostram claramente que a in�u�encia na

utiliza	c�ao de diferentes dom�
nios se d�a mais acentuadamente quando se utiliza norma � na

invers�ao� Neste caso� observase um melhor ajuste no dom�
nio linear para os pontos iniciais

da curva de campo� enquanto que para valores intermedi�arios� o ajuste �e mais perfeito no

dom�
nio logar�
tmico� Esse� parece ser o principal motivo ao se optar pela utiliza	c�ao de um

dom�
nio a outro�

�E importante relatar aqui� que durante o processo de escolha dos modelos de campo

que ilustrariam esta se	c�ao� observouse que em um n�umero consider�avel de ocasi�oes� n�ao foi

poss�
vel realizar a invers�ao no dom�
nio logar�
tmico� mesmo fazendose varia	c�oes na norma

e fator de amortecimento utilizados� Isso de fato se constitui uma desvantagem �talvez a

principal delas� do dom�
nio logar�
tmico�
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invertidas nos dois dom�	nios e os da direita trazem os respectivos
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��� O m�etodo aplicado aos dados de campo

Ficou claro na se�c�ao anterior que os modelos reais s�ao melhor invertidos no dom��nio

linear� pois �e onde os desempenhos de uma forma geral alcan�cam seus maiores valores� A

an�alise feita de modelos sint�eticos revelou a norma 	 como mais apropriada para as invers�oes�

com um grau de ajuste satisfat�orio para todas as situa�c�oes propostas� Nessa mesma an�alise

foi estabelecido um crit�erio na utiliza�c�ao do fator de amortecimento� deixando claro que a

sua utiliza�c�ao �e inevit�avel quando se tem modelos inicais ruins� Entretanto� devido ao seu

poder em retardar a converg
encia do m�etodo� a utiliza�c�ao de valores elevados s�o deve ser

feita se estritamente necess�ario�

A partir de agora se iniciar�a a fase que envolve a aplica�c�ao do m�etodo de invers�ao linea�

rizada com norma arbitr�aria aos dados coletados em campo� seguindo�se de uma posterior

interpreta�c�ao das sondagens� Os modelos iniciais estabelecidos� bem como as interpreta�c�oes

a cerca dos modelos invertidos foram feitos com base na tabela de resistividade dos materiais

���� e na con�gura�c�ao geol�ogica pr�e�de�nida da regi�ao� que �e consideravelmente simples�

Basicamente �e formada por uma camada de arenito seco ou n�ao� de aproximadamente � a

�� metros� e em alguns pontos n�ao consolidado� seguida por uma camada de rocha cristalina

alterada e pelo embasamento cristalino� �ssurado ou n�ao� As oito sondagens el�etricas ver�

ticais foram invertidas no dom��nio linear� com normas � e 	 e fator de amortecimento que

variou entre ��� e 	� Entretanto� n�ao se deve esperar que tais par
ametros utilizados aqui se�

jam universais e aplic�aveis a outros modelos de forma a se conseguir os melhores resultados�

ao contr�ario� �e importante que se teste a otimiza�c�ao dos resultados� avaliando a e�ci
encia

da utiliza�c�ao de outras combina�c�oes entre os par
ametros� levando em considera�c�ao alguns

aspectos do modelo�

A curva relativa a primeira sondagem realizada� bem como todas as outras podem ser

vistas no cap��tulo �� e os locais onde foram realizadas as SEV�s est�ao indicados na �gura

������ Uma primeira an�alise a cerca da primeira sondagem� permitiu que se elaborasse o

modelo inicial dos par
ametros� que se encontra na tabela ������ �E importante elucidar que

este� assim como todos os outros modelos iniciais foram estabelecidos em um processo de

tentativa e erro� e n�ao se utilizando de m�etodos outros j�a conhecidos� que melhoram sig�

ni�cativamente a estimativa de tais modelos� Estabelecidos assim� p
ode�se garantir que o

m�etodo trabalhasse sob condi�c�oes severas� O modelo adotado esta tamb�em coerente com a

realidade geol�ogica da �area� De fato� a julgar pelo resultado da invers�ao� levando�se em consi�

dera�c�ao apenas o modelo inicial� poder�se�ia supor a presen�ca de uma zona de embasamento

�ssurado �portanto uma camada aq�u��fera� a uma profundidade de �� metros� se estendendo

por cerca de � metros em subsuperf��cie� A aplica�c�ao do m�etodo a esta primeira sondagem�

levou a determina�c�ao do vetor de par
ametros contido na tabela ������ Os par
ametros ajus�

tados com norma � tiveram pouca varia�c�ao em rela�c�ao ao modelo inicial� e apresentaram
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ROCHA Mistura Saturado em �agua Saturado em �agua

higrosc�opica doce � g�l salgada �g�l

Argila ��� � ��� �� � ��� � � ��

Folhelho argiloso ��� � ��� �� � ��� � � ��

Arenito poroso ��� � ��� � � 	�� � � ��

Arenito compacto ��� � ��� ��� � ���� � � ��

Calc�ario �ssurado ��� � ��� ��� � ���� �� � ���

Calc�ario cristalino ��� � ��� ��� � ��� ��� � ����

compacto

Rocha ��gnea fraturada ��� � ���� ���� � ��� �� � ����

Rocha ��gnea compacta ���� � �

�adotado�

Tabela ��� Valores t��picos de resistividades de algumas rochas� Valarovich e

Parkhomenko� ������

uma performance �nal abaixo do valor atingido com norma 	� Por isso� ainda que tenham

apresentado alguns valores condizentes com a realidade� foram tomados os par
ametros ajus�

tados com norma 	 como base para as an�alises� Tais par
ametros con�rmam as previs�oes

feitas atrav�es do modelo inicial� sobre a exist
encia de uma terceira camada aq�u��fera� por�em

apontam para uma profundidade e espessura diferentes das previstas� De fato� parece exis�

tir naquele lugar uma camada de aproximadamente �� metros de espessura� composta por

arenito com algum teor de �agua em seus poros� seguida por uma camada de 	 metros de

espessura composta por arenito poroso saturado em �agua salobra� ou rochas alteradas do

embasamento que talvez tenha adquirido esse grau de salinidade devido a proximidade com

o embasamento� A camada posterior� com �� metros de espessura� a uma profundidade de

aproximadamente � metros� �e o embasamento cristalino �ssurado� camada aq�u��fera que de

acordo com a resistividade apresentada deve conter um alto teor de sais dissolvidos� A son�

dagem foi realizada propositadamente junto a um po�co de � metros de profundidade locado

pela C�E�R�B na regi�ao� A an�alise dos dados obtidos do po�co� que constam da tabela ������

con�rma a e�ci
encia do m�etodo de invers�ao na determina�c�ao da resistividade e espessura da

primeira camada� Entretanto� aponta para uma incorre�c�ao no estabelecimento da espessura

da segunda camada� Isto signi�ca propor que o topo da camada aq�u��fera se encontre a uma

profundidade de ��� metros� quando na verdade esta a �� metros�

A segunda sondagem foi realizada em uma regi�ao pr�oxima a primeira� n�ao mais junto

ao po�co� por�em em um alto topogr�a�co� seguindo na dire�c�ao paralela em rela�c�ao ao strike

da zona �ssurada� Os par
ametros invertidos com as duas normas� tiveram um n��vel de

ajuste bastante parecidos� diferindo entretanto nos valores estabelecidos para a resistividade
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Profundidade �m� Material

� � 	 solo arenoso amarronzado

	 � �� rocha cristalina alterada

�� � � rocha cristalina com frgmenta�c�ao �na

Tabela ���� Dados de espessura e composi�c�ao das camadas obtidos a partir do

po�co perfurado junto a SEV �

�� �� �� �� h� h� h�

Mod� inicial �� �� �� ����  �� �

Mod� ajustado N� ����	 ����� ���� ���� ��� ���� ���

Mod� ajustado N� ����� ��	 �	��� ������� �� 	�� ����

Tabela ���� Modelos inicial e ajustado da SEV �

e espessura da segunda camada� e resistividade da camada aq�u��fera� por�em n�ao o su�ciente

para descaracterizar a exist
encia de tal camada� Pode�se destacar a exist
encia de uma

primeira camada composta por arenito bem mais seco com uma espessura em torno dos �

metros� seguido novamente de uma camada composta pelo embasamento alterado� A camada

aq�u��fera esta a uma profundidade de aproximadamente ��� metros para a norma 	 e �	 metros

para a norma �� e a sua espessura n�ao foi poss��vel de�nir� pois extrapolou a profundidade

de penetra�c�ao do m�etodo em vista da abertura m�axima estabelecida de �� metros� Sabe�se

entretanto que �e certamente superior a �� metros� O seu valor de resistividade invertido

para as duas normas revela uma salinidade bastante inferior ao caso anterior� o que pode

signi�car um aq�u��fero com boas condi�c�oes de aproveitamento�

�� �� �� h� h�

Mod� inicial 	��� �� 	�� � 	�

Mod� ajustado N� ������ ���� 	����� ���� ����

Mod� ajustado N� �����	� ���� ������ ���� ����

Tabela ��	� Modelos inicial e ajustado da SEV 	

A SEV de n�umero � foi realizada ��� metros a sudoeste da regi�ao onde foram feitas as

duas primeiras� Apesar de terem sido invertidos par
ametros bastante parecidos para as duas

normas� o performance �nal foi bastante favor�avel a norma 	� A an�alise da curva� sugere um

modelo de quatro camadas nas quais os par
ametros invertidos parecem apontar para a n�ao

exist
encia de uma regi�ao de embasamento �ssurado� De fato� o que parece existir l�a� �e um

conjunto de tr
es camadas que juntas somam �� metros� onde h�a uma grada�c�ao entre arenito

seco �ou quase�� arenito poroso� saturado em �agua doce� e por �m um arenito saturado e
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�agua salobra� A camada posterior �e a rocha s�a�

�� �� �� �� h� h� h�

Mod� inicial �� 	� �� ���� � �� �	

Mod� ajustado N� ����� 	���� ����� ������� ���� ��	� �����

Mod� ajustado N� 	����	 	���� �	��� ������� ��	� ���� �����

Tabela ��� Modelos inicial e ajustado da SEV 

A SEV n�umero � traz um exemplo de como se pode avaliar equivocadamente uma curva

de eletroresistividade� Analisando�a� foi estabelecido um modelo inicial que evidenciava a

n�ao exist
encia de uma camada aq�u��fera como pode ser visto na tabela ������ tal modelo

parecia estar de acordo com o que fora estabelecido pelo contorno da curva� Entretanto�

ap�os a invers�ao� os par
ametros ajustados com norma 	 mostraram que a terceira camada�

antes tida como embasamento n�ao �ssurado� �e na vaerdade uma camada composta por

embasamento �ssurado de espessura inde�nida� pois novamente ultrapassou a profundidade

de penetra�c�ao do m�etodo em fun�c�ao da abertura dos eletrodos de corrente� Pode�se assegurar

no entanto que ultrapassa os �� metros� o que lhe confere um status de �otimo aq�u��fero� visto

que sua resistividade possui um valor em torno dos ��� � �m� Com norma �� os par
ametros

invertidos n�ao mereceram credibilidade pois apesar do bom grau de ajuste e da performance

elevada� a espessura invertida para a segunda camada extrapola o limite de penetra�c�ao do

m�etodo� o que revela que na verdade foi alcan�cado um m��nimo local� O que n�ao parece estar

conivente com a realidade geol�ogica da regi�ao� �e a exist
encia de uma camada super�cial com

t�ao baixo valor de resitividade� Parece mesmo se tratar de uma camada de arenito saturada

em �agua salobra� o que n�ao apresentaria a menor correla�c�ao com o que se vinha obtendo

at�e ent�ao� A segunda camada� tem uma resistividade t��pica de rocha cristalina alterada�

O po�co furado no local� revelou a presen�ca de solo argiloso com uma profundidade de 	

metros� o que justi�ca o registro de t�ao baixos valores de resistividade para essa camada�

Os registros de resistividade e espessura da segunda camada� est�ao inteiramente de acordo

com as caracter��sticas reveladas pelos dados de po�co� Quanto a camada aq�u��fera� pode�se

notar uma discrep
ancia de apenas � metro na profundidade de topo� Em vista disso� pode�se

a�rmar que esta foi sem d�uvida a sondagem cujo processo de invers�ao obteve os melhores

resultados�

Na SEV �� os par
ametros ajustado com norma �� registraram um baixo grau de ajuste

e um ��ndice de ajuste �nal menor que aquele registrado para norma 	� Em vista disso� o

modelo comentado �e novamente aquele ajustado com norma 	� e neste caso� repete�se o erro

cometido na determina�c�ao do modelo inicial� Novamente a �ultima camada �e tomada como

embasamento cristalino n�ao �ssurado� erro que a invers�ao trata de redimir� ao estabelecer

uma resistividade em torno dos ��� � � m para essa camada� Tal valor� de fato atesta a

exist
encia de uma camada de embasamento �ssurado e saturado em �agua salobra a uma



��

Profundidade �m� Material

� � 	 solo argiloso cinza escuro

	 � � rocha cristalina alterada

�� � �	 rocha cristalina com frgmenta�c�ao �na

Tabela ���� Dados de espessura e composi�c�ao das camadas obtidos a partir do

po�co perfurado junto a SEV �

�� �� �� h� h�

Mod� inicial � � ���� ��� ��

Mod� ajustado N� ���� ������ ������� ���	 �����	

Mod� ajustado N� ���� 	���	 ������ ���� ���

Tabela ���� Modelos inicial e ajustado da SEV �

profundidade de aproximadamente � metros� com uma espessura certamente maior que ��

metros� sobre a qual repousam �e agora sim na ordem esperada� duas outras camadas� A

primeira� mais super�cial� possui apenas cerca de ��� metros de espessura� e �e composta

por arenito poroso saturado em �agua doce� e a segunda� com cerca de � metros� composta

pela rocha cristalina alterada� O po�co locado pela C�E�R�B no ponto de sondagem� fornece

informa�c�oes compat��veis com o resultado da invers�ao em rela�c�ao ao material que comp�oe a

primeira camada� divergindo entretanto quanto a espessura em cerca de ��� metros� O mesmo

ocorre em rela�c�ao a segunda camada onde os dados de resistividade indicam a presen�ca de

rochas cristalinas alteradas com uma discrep
ancia na espessura em torno de � metros� o que

causa uma diverg
encia de � metros em rela�c�ao a profundidade de topo do aq�u��fero�

Profundidade �m� Material

� � 	 solo arenoso acinzentado

	 � � rocha cristalina alterada� fragmenta�c�ao m�edia a grossa

� � �� rocha cristalina com fragmenta�c�ao m�edia a grossa

Tabela ���� Dados de espessura e composi�c�ao das camadas obtidos a partir do

po�co perfurado junto a SEV �

A SEV de n�umero �� foi realizada pr�oximo a anterior� por�em afastada do po�co� em

uma regi�ao de alto topogr�a�co� repetindo as condi�c�oes da SEV 	� �E um caso em que os

ajustes atingidos para as duas normas estiveram em harmonia tanto no que diz respeito ao

grau de ajuste alcan�cado e �as performances �nais registradas� quanto ao valor num�erico dos

par
ametros invertidos� Uma an�alise da curva obtida� demonstra que parece se tratar de um

local composto por quatro camadas distintas� A julgar pelos valores de resistividades obtidos�



��

�� �� �� h� h�

Mod� inicial ��� �� ���� ���� ��

Mod� ajustado N� ����� ��� ������� ���� ����

Mod� ajustado N� ������ ����� ������ ���� ����

Tabela ���� Modelos inicial e ajustado da SEV �

a primeira camada identi�cada parecia ter quantidades bem maiores de �agua em seus poros�

ou ent�ao uma �agua de bem maior salinidade em rela�c�ao a segunda camada� Tanto uma como

outra possibilidades� parecem ser extremamente improv�aveis visto que o comum� �e um maior

ac�umulo de �agua e com um maior ��ndice de salinidade nas camadas inferiores� A situa�c�ao se

agrava ainda mais� com a evid
encia de que essas duas camadas est�ao repousando em cima de

uma outra� tambem de arenito� por�em saturada em �agua extremamente salgada� Parece n�ao

haver aparentemente uma explica�c�ao plaus��vel para o fen
omeno� mas h�a� Momentos antes de

ser realizada a sondagem� choveu na regi�ao� o que possibilitou uma granda percola�c�ao de �agua

nas camadas super�ciais� promovendo uma queda na resistividade das mesmas� Portanto�

as duas primeiras camadas que est�ao evidenciadas na invers�ao� s�ao na verdade uma s�o� com

uma espessura em torno dos � metros� e que� se n�ao houvesse chovido� apresentaria uma

resistividade em torno dos ��� � �m� mostrando se tratar de um arenito cuja �agua presente

�e certamente de natureza capilar e�ou pelicular� Seja como for� essa foi uma sondagem

que n�ao mostrou a exist
encia de camadas aq�u��feras� mas causou alguns problemas na sua

interpreta�c�ao�

�� �� �� �� h� h� h�

Mod� inicial 	�� ��� 	� ���� 	 � ��

Mod� ajustado N� ��	��� ��	��� ��	� ������� ���� ���� ����

Mod� ajustado N� 	���	 ����� ��� �����	� ��		 ��� ��	�

Tabela ���� Modelos inicial e ajustado da SEV �

A SEV �� foi realizada sem maiores problemas� e apresentou um modelo invertido com�

pat��vel com o modelo inicial� Em rela�c�ao ao desempenho das normas� a �unica discord
ancia

registrada �cou por conta do valor da espessura da camada aq�u��fera� O grau de ajuste das

curvas e as performances �nais foram praticamente iguais� Realizada nas proximidades de

Cai�cara� pr�oximo a um po�co de proximidade estimada em torno dos �� metros �pelos mora�

dores da regi�ao� apresentou uma con�gura�c�ao t��pica de um modelo de tr
es camadas� onde a

segunda se constiuia a camada aq�u��fera� De fato� as previs�oes se con�rmaram� e foi invertido

um modelo de tr
es camadas� com uma segunda camada aq�u��fera a uma profundidade em tor�

no de �� metros� e espessura de aproximadamente �� metros para norma 	 e �� metros para

norma �� precedida por uma camada de arenito poroso saturada em �agua doce� Os dados do



��

po�co locado na regi�ao� que podem ser vistos na tabela ������ demonstram a exist
encia de

tr
es e n�ao duas camadas de materiais distintos� Enquanto a invers�ao detectou a presen�ca de

apenas uma camada formada por um solo arenoso� a investiga�c�ao no po�co demonstrou haver

duas camadas� onde a segunda �e formada por rochas cristalinas alteradas n�ao detectadas

pela curva de campo� A camada aq�u��fera foi detectada pelo m�etodo de invers�ao com uma

discrep
ancia de � metros em rela�c�ao ao topo�

Profundidade �m� Material

� �  solo arenoso

 � � rocha cristalina alterada

� � �� rocha cristalina com fragmenta�c�ao �na

Tabela ���� Dados de espessura e composi�c�ao das camadas obtidos a partir do

po�co perfurado junto a SEV �

�� �� �� h� h�

Mod� inicial 	� �� ���� �� ���

Mod� ajustado N� 	���� ����� ������� ����� �����

Mod� ajustado N� 	���� ������ ������ ����� �	���

Tabela �	�� Modelos inicial e ajustado da SEV �

A �ultima sondagem a ser realizada� a SEV �� foi feita sob condi�c�oes geol�ogicas interessan�

tes� Pr�oxima a um po�co situado na regi�ao onde corre um riacho� o riacho da fome� A julgar

pelo grau de ajuste da curva alcan�cado para norma �� n�ao parece sensato utilizar o modelo

invertido com tal norma como base para as an�alises� A curva adquirida� parecia presumir

a exist
encia de um modelo de cinco camadas onde certamente a in�u
encia da presen�ca do

riacho poderia ser vista no valor de resistividade da segunda camada� A primeira� seria

composta por arenito com muito pouca �agua retida� provavelmente de natureza capilar ou

pelicular� seguida por uma camada de arenito saturado em �agua provavelmente in�ltrada

do riacho� A aproximadamente � metros de profunidade de�nia�se duas camadas� que a jul�

gar pelos valores de resistividades apresentadas� poderiam ser classi�cadas como aq�u��feras�

Na verdade� provavelmente as duas juntas formam o embasamento cristalino �ssurado� A

diferen�ca nos valores de resistividade certamente ocorre devido a in�u
encia da �agua doce

do riacho logo acima a percolar pelas fendas do embasamento� Esse efeito� tornaria a �agua

armazenada na parte superior das �ssuras menos salina� o que a faria apresentar uma resis�

tividade maior do que a inferior� As informa�c�oes extra��das do po�co locado na �area mostram

a presen�ca de � metro de solo arenoso em contraposi�c�ao aos quase � metros obtidos atrav�es

da invers�ao� Entretanto a maior discrep
ancia �cou por conta da determina�c�ao da espessura

da camada aq�u��fera� Os dados do po�co revelaram uma camada de embasamento �ssurado



�	

com �� metros de espessura� enquanto que a invers�ao indicou um valor em torno de 	� me�

tros �neste aspecto em particular� a invers�ao com norma � apresentou valores apreci�aveis��

A diferen�ca de 	� metros no valor da espessura da camada aq�u��fera �e de fato relevante e

mostrou ser o resultado mais negativo do processo de invers�ao das oito sondagens�

Profundidade �m� Material

� � � solo arenoso

� � �	 rocha cristalina

Tabela �	�� Dados de espessura e composi�c�ao das camadas obtidos a partir do

po�co perfurado junto a SEV �

�� �� �� �� �� h� h� h� h�

Mod� inicial ��� �� �� �� ���� ��� 	�� �� ��

Mod� ajustado N� ��	��� 	� ����	 �����	 ������ ���	 ���� ���	� 	���

Mod� ajustado N� ����� ���� ����� ���� �����		 ���� �� ��� �	���

Tabela �		� Modelos inicial e ajustado da SEV �

Nas p�aginas seguintes� as �guras ilustram o grau de ajuste atingido para cada sondagem�

bem como os resultados das invers�oes e as performances ao longo das itera�c�oes�
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Figura ����� Invers�ao da SEV �� Acima est�ao plotados os dados de campo� modelo

inicial e modelo ajustado com normas � e 	� Abaixo� a esquerda� o

modelo invertido� trazendo o n
umero de camadas� com suas respectivas

espessuras e resistividades� �A direita� os desempenhos para as duas

normas�



��

10

100

1000

10000

1 10 100 1000

R
es

is
tiv

id
ad

e 
 a

pa
re

nt
e 

(o
hm

 . 
m

)

AB/2 (m)

SEV 2

Dados de campo

Legenda

Modelo inicial

Norma 1

Norma 2

1

10

100

1000

10000

1 10 100 1000

R
es

is
tiv

id
ad

e 
(o

hm
 . 

m
)

Profundidade (m)

0.993

0.994

0.995

0.996

0.997

0.998

0.999

1

1.001

0 5 10 15 20

in
di

ce
 d

e 
aj

us
te

iteracoes
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CAP�ITULO �

ALGOR�ITMICO GEN�ETICO

��� Introdu�c�ao

Desenvolvido por John Holland em ����� os algoritmos gen�eticos s�ao m�etodos que t�em por

objetivo procurar uma solu	c�ao �otima para um problema complexo� baseado nos princ�
pios de

sele	c�ao natural� �E basicamente uma aproxima	c�ao automatizada e inteligente da t�ecnica de

tentativa e erro� onde atrav�es de algumas f�ormulas� regras e arranjos espec�
�cos estabelecidos�

podese chegar a uma solu	c�ao�

Figura ���� Fun	c�aoobjetivo do tipo polimodal� com v�arios pontos de m�aximo e

m�
nimos locais�

Os algoritmos gen�eticos agem sobre um conjunto de modelos gerados inicialmente de

forma aleat�oria� aqui tratados como �popula	c�ao�� de forma a favorecer a cria	c�ao de novos

modelos que teriam um desempenho consideravelmente melhor que o de seus predecessores�

O processo de resolu	c�ao de um dado problema� envolve inicialmente o estabelecimento de

um conjunto de par�ametros ou universo de busca� nos limites do qual ser�ao estabelecidas as

��



��

popula	c�oes� Os indiv�
duos de uma popula	c�ao que n�ao se adaptam ao meio� aqui representado

pela fun	c�aoobjetivo� s�ao automaticamente descartados do processo� e apenas os indiv�
duos

mais aptos ser�ao selecionados e competem por uma oportunidade de se reproduzirem� trans

mitindo algumas de suas caracter�
sticas para gera	c�oes posteriores� O processo de sele	c�ao �e

realizado de forma probabil�
stica� por�em de maneira tal que favore	ca os indiv�
duos de melhor

desempenho� Adicionalmente� de vez em quando um �gene� �e alterado� produzindo uma mu

ta	c�ao� tal como ocorre na evolu	c�ao natural� O processo de sele	c�ao� reprodu	c�ao e muta	c�ao�

continua por v�arias gera	c�oes e tende a produzir indiv�
duos cada vez mais adaptados ao meio

�fun	c�aoobjetivo��

Algoritmos gen�eticos permitem que se resolvam problemas considerados complicados e

trabalhosos do ponto de vista computacional� S�ao muito �uteis na resolu	c�ao de problemas

que envolvem fun	c�oes n�aolineares como a que se tem em eletorresistividade� Tais fun	c�oes

costumam possuir v�arios pontos de m�aximo e m�
nimo locais que di�culta a determina	c�ao dos

pontos de m�aximo ou m�
nimo global ��gura ����� Na verdade o que faz da otimiza	c�ao global

um problema desa�ador� �e justamente a exist�encia de tais pontos de m�aximo ou m�
nimos

locais� As t�ecnicas de invers�ao que envolvem a utiliza	c�ao de algoritmo gen�etico� sofrem n�ao s�o

com os problemas que a�igem outros m�etodos que buscam a otimiza	c�ao global� como tamb�em

de problemas que s�ao espec�
�cos do processo gen�etico� Podese dizer que os m�
nimos locais

atraem as popula	c�oes como um im�a� e n�ao h�a uma maneira efetiva de se proteger contra

isso� mantendo a diversidade� Algumas solu	c�oes propostas acabam por modi�car a fun	c�ao

objetivo� o que pode resultar na perda total do m�
nimo global�

��� Codi�ca�c�ao e o problema da otimiza�c�ao

Existem duas etapas primordiais na implementa	c�ao de um algoritmo gen�etico� que est�ao

diretamente ligadas ao problema de otimiza	c�ao� O processo de codi�ca	c�ao dos par�ametros e

o estabelecimento da fun	c�aoobjetivo�

O problema de otimiza	c�ao de um vetor de par�ametros� pode ser encarado como uma caixa

preta� em que se disp�oe do controle dos par�ametros de entrada� e a �unica informa	c�ao obtida

�e um valor num�erico estabelecido por uma fun	c�ao� que indica qu�ao bem uma combina	c�ao

particular de um vetor de par�ametros resolveu o problema de otimiza	c�ao� Em condi	c�oes

mais tradicionais� o objetivo �e minimizar �ou maximizar� uma dada fun	c�ao�

Algoritmos gen�eticos s�ao aplicados na maioria das vezes em problemas n�aolineares� Isso

implica que n�ao �e poss�
vel tratar cada par�ametro como uma vari�avel independente que pode

ser resolvida isoladamente das outras� Deve ser considerado que os efeitos combinados dos

par�ametros maximizam ou minimizam a fun	c�ao estabelecida� A primeira suposi	c�ao adotada

�e que as vari�aveis que representam par�ametros� s�ao colocadas atrav�es de cadeias bin�arias� o
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que signi�ca que elas s�ao discretizadas� e o alcance da discretiza	c�ao corresponde a um valor

num�erico que �e pot�encia de �� Por exemplo� com �� bits por par�ametro� podese obter ����

valores discretos�

A fun	c�aoobjetivo normalmente �e estabelecida como parte da descri	c�ao do problema� Por

outro lado� no desenvolvimento de tal func�ao pode estar envolvida a elabora	c�ao de fun	c�oes

simuladas� que n�ao estejam ligadas diretamente ao problema� Em outros casos� a fun	c�ao

poder�a representar apenas uma avalia	c�ao aproximada ou parcial do problema proposto�

Neste trabalho� pretendese tornar m�
nima a fun	c�ao constitu�
da pelo somat�orio dos desvios

elevado ao quadrado� o que signi�ca minimizar utilizandose norma �� Entretanto� n�ao �e esta

a fun	c�ao tomada para se fazer as avalia	c�oes dos vetores de par�ametros� e sim uma outra que

representa a fun	c�ao de avalia	c�ao de cada indiv�
duo da popula	c�ao� escrita da seguinte forma�

f�m� � � �
�
PM

i���dobs i � �a�m� ti��
�PM

i���dobs i � �a�m� ti��� �
PM

i���dobs i � �a�m� ti���
�����

onde� f�m� �e a fun	c�ao de avalia	c�ao ou fun	c�aoobjetivo� m �e o vetor de par�ametros que

esta sendo avaliado� dobs i representa o dado medido em campo �nesse caso� os valores de

resistividade aparente medidos� e �a�m� ti� representa o dado calculado atrav�es da fun	c�ao

que realiza o modelamento direto�

A inten	c�ao aqui �e maximizar esta fun	c�ao� ou seja� determinar um vetor de par�ametros

que torne maior poss�
vel o valor da fun	c�ao� que como se pode constatar� possui � como

valor m�aximo� A fun	c�aoobjetivo� na condi	c�ao de fun	c�ao geratriz de desmpenho� possui

uma conex�ao direta com a fun	c�ao que representa o somat�orio do erro quadr�atico� isto �e�

maximizando uma� teremos necessariamente minimizado a outra� haja vista que a �unica

possibilidade de se estabelecer um valor unit�ario �m�aximo� para a fun	c�ao de avalia	c�ao� seria

tornar iguais os valores observados e calculados para cada ponto tomado� e isto signi�caria

tornar m�
nimo �zero� o valor da fun	c�ao que representa o somat�orio do erro quadr�atico�

Dentre os muitos m�etodos de otimiza	c�ao j�a desenvolvidos� os algoritmos gen�eticos s�ao

frequentemente descritos como um m�etodo de procura global que n�ao usa informa	c�ao de

gradiente� assim� fun	c�oes que contenham m�
nimos �ou m�aximos� locais m�ultiplos� represen

tam classes de problemas para os quais poderiam ser aplicados� Os AG�s de uma forma geral

s�ao m�etodos rubustos� por�em muito pouco espec�
�cos� Existem problemas particulares em

que n�ao se recomenda o uso dessa t�ecnica� entretanto� alguns pesquisadores trabalham com

algoritmos h�
bridos que combinam m�etodos existentes com AG�s�
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��� Etapas de desenvolvimento do m	etodo

O primeiro passo na implementa	c�ao do algoritmo gen�etico� �e gerar uma popula	c�ao inicial�

Cada indiv�
duo da popula	c�ao ser�a uma cadeia bin�aria de comprimento L que corresponde

ao vetor de par�ametros codi�cado� Na maioria dos casos� a popula	c�ao inicial �e gerada

fortuitamente� e ap�os criada� cada cadeia �e avaliada� e lhe �e estabelecido um valor de aptid�ao�

O conceito de avalia	c�ao e aptid�ao as vezes s�ao utilizados erroneamente� A fun	c�ao de

avalia	c�ao ou fun	c�aoobjetivo prov�e uma medida de desempenho com respeito a um conjunto

particular de par�ametros� A fun	c�ao de aptid�ao transforma aquela medida de desempenho

em uma distribui	c�ao de oportunidades de sele	c�ao� A avalia	c�ao de uma cadeia que representa

um conjunto de par�ametros� �e independente da avalia	c�ao de qualquer outra cadeia� por�em� a

aptid�ao daquela cadeia ser�a sempre de�nida com respeito a outros indiv�
duos da popula	c�ao

atual�

A aptid�ao ou probabilidade de sele	c�ao �e de�nida como�

Ps�i� �
f�i�Pm

x�� f�x�
�����

onde m �e o n�umero de indiv�
duos da popula	c�ao� f�i� �e a avalia	c�ao associada com a cadeia

i e o termo no denominador corresponde ao somat�orio das fun	c�oesobjetivo de cada cadeia

da popula	c�ao�

�E �util destacar que o processo de execu	c�ao do algoritmo gen�etico� obedece a tr�es fases

distintas� que tem in�
cio com o estabelecimento da chamada popula	c�ao atual� Em seguida�

o processo de sele	c�ao �e aplicado a popula	c�ao atual� para criar uma popula	c�ao intermedi�aria�

A partir dai� s�ao aplicadas a recombina	c�ao e a muta	c�ao �a popula	c�ao intermedi�aria� gerando

a popula	c�ao de ninho� O processo que vai desde a popula	c�ao atual at�e a popula	c�ao de ninho�

se constitui em uma gera	c�ao na execu	c�ao de um algoritmo gen�etico� Goldberg ������ se

refere a esta implementa	c�ao b�asica como um algoritmo gen�etico simples�

H�a v�arios modos de se fazer a sele	c�ao� Podese considerar por exemplo� uma roleta onde

cada indiv�
duo de uma popula	c�ao seja representado por um espa	co que proporcionalmente

corresponda a sua aptid�ao� Girando a roleta repetidamente� os indiv�
duos v�ao sendo sele

cionados probabilisticamente� para fazer parte da popula	c�ao intermedi�aria� Depois que o

processo de sele	c�ao �que leva a constru	c�ao da popula	c�ao intermedi�aria� est�a completo� a

recombina	c�ao pode acontecer� �E o in�
cio da constru	c�ao da popula	c�ao de ninho� a partir

da popula	c�ao intermedi�aria� O cruzamento �e aplicado a cadeias fortuitamente emparelha

das� com uma probabilidade Pc� O par de cadeias escolhido se recombina para formar duas

cadeias novas que s�ao inseridas na nova popula	c�ao� Considere por exemplo duas cadeias
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bin�arias� ������ e ������ que representam poss�
veis solu	c�oes para um problema de otimi

za	c�ao� Novos par�ametros s�ao gerados a partir da recombina	c�ao das duas cadeias genitoras�

Considerandose ainda o exemplo anterior� e admitindose um �unico ponto de recombina	c�ao

fortuitamente escolhido� teremos�

�� j ����

�� j ����

produzindo na pr�oxima descend�encia�

������

e

������

Depois da recombina	c�ao� podese aplicar um operador de muta	c�ao para que haja uma

altera	c�ao em um determinado �bit� de uma cadeia� com uma probabilidade Pm� Tipicamen

te� a taxa de muta	c�ao �e aplicada com menos de � de probabilidade� Depois que o processo

de sele	c�ao� recombina	c�ao e muta	c�ao est�a completo� a nova popula	c�ao pode ser avaliada� Tal

processo� forma uma gera	c�ao na execu	c�ao de um algoritmo gen�etico�

��� Como os AG
s trabalham

John Holand ������ conseguiu explicar como o algoritmo gen�etico pode ser considerado

um m�etodo de procura robusto e e�ciente no processo de otimiza	c�ao� Comecemos por consi

derar um espa	co tridimensional simples� Imagine que tenhamos um conjunto de par�ametros

a ser codi�cado� nos quais cada par�ametro possua tr�es �bits� por cadeia� Isso pode ser

representado por um cubo simples com a cadeia ��� na origem ��gura ����� Os cantos do

cubo s�ao numerados de forma tal que nos cantos adjacentes sejam colocadas cadeias que

diferem entre si por exatamente � �bit�� Na �gura� o plano dianteiro do cubo contem todos

os pontos que come	cam com zero� Se o s�
mbolo ! �e usado� ent�ao este plano tamb�em pode

ser representado pela cadeia especial � ! !� Cadeias que contem ! s�ao chamadas esquemas�

Formalmente� esquema �e um padr�ao de similaridade que descreve um subconjunto de ca

deias com semelhan	cas em algumas posi	c�oes� Cada esquema corresponde a um hiperplano

no espa	co de procura� A ordem do esquema se refere ao n�umero de valores num�ericos �� ou

�� que aparecem em sua forma	c�ao� Assim� � ! ! tem ordem �� enquanto que � ! ! � ! ! ! !

! ! � tem ordem ��
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Figura ���� Hipercubo formado por hiperplanos com esquemas de ordem �� Como

pode ser observado� o primeiro plano �e formado pelo esquema � ! !�

Toda codi�ca	c�ao bin�aria� �e uma cadeia que corresponde a um canto no hipercubo� e por

sua vez� �e um componente dos �L � � hiperplanos poss�
veis� onde L �e o comprimento da

cadeia �o esquema em que todos os �bits� s�ao !� representa o pr�oprio espa	co de procura� e

tamb�em pode ser considerado um hiperplano��

A teoria sugere que pelo processo de reprodu	c�ao e recombina	c�ao� aumentem ou diminuem

o n�umero de cadeias representantes de um determinado esquema em fun	c�ao da aptid�ao

relativa das cadeias que fazem partes desses esquemas� Devido a caracter�
sticas dos AG�s

em operar sobre popula	c�oes de cadeias� �e poss�
vel localizar a representa	c�ao proporcional de

um �unico esquema� e indicar se o n�umero de cadeias relativas a ele aumentar�a ou diminuir�a

com o passar do tempo� quando o operador de sele	c�ao �e combinado ao de cruzamento para

produzir uma nova descend�encia de cadeias� ou seja � uma nova popula	c�ao�

��� Como o cruzamento afeta os esquemas

Um esquema �e destru�
do por um processo de cruzamento� quando as cadeias ou esquemas

produzidos n�ao fazem mais parte do esquema genitor� Os esquemas de ordem � n�ao s�ao

afetados pelo cruzamento� uma vez que o �unico �bit� existente sempre �e herdado por um dos

elementos descendentes� J�a os esquemas de ordem maior ou igual a dois� podem ser afetados

pelo cruzamento� Al�em disso� n�ao s�ao afetados necessariamente todos os esquemas da mesma

ordem com a mesma probabilidade� Consideremos por exemplo o cruzamento realizado em

apenas um ponto� sobre dois esquemas diferentes� de ordem dois� com doze �bits� cada�

� � ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! e � ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! �
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A probabilidade dos �bits� serem separados no primeiro esquema durante o cruzamento

feito em um ponto� �e de �
L��
� visto que existem L  � pontos de cruzamento em uma cadeia

de comprimento L� A probabilidade de que os �bits� do segundo esquema sejam rompidos

no processo de cruzamento �e �L���
�L���� ou seja �� j�a que L  � pontos de cruzamento separam

os elementos do esquema� Tal experi�encia nos conduz a conclus�ao de que as posi	c�oes dos

�bits� nos esquemas� s�ao de fundamental import�ancia na determina	c�ao da probabilidade de

que esses �bits� permane	cam juntos ap�os o cruzamento�

O conceito de comprimento de�nido de um esquema� esta baseado na dist�ancia entre o

primeiro e o �ultimo �bit� do esquema� com valor � ou �� Seja Ix o n�umero situado mais a

direita do esquema� e Iy o n�umero mais a esquerda� O comprimento de�nido desse esquema

ser�a� Ix  Iy� Por exemplo� o comprimento de�nido do esquema ! ! ! ! � ! ! � ! ! � � ! ! �e ��

 � � �� O comprimento de�nido� que pode ser representado por #�H�� �e uma medida direta

do grau de possibilidade do cruzamento afetar o esquema� Se for utilizado o cruzamento

em apenas um ponto� ent�ao ��H�
L�� � tamb�em dar�a uma medida direta da probabilidade de

in�u�encia do cruzamento sobre o esquema�

��� O teorema fundamental dos AG
s

O teorema fundamental dos AG�s� ou teorema do esquema� desenvolvido por Holand

������ procura determinar o n�umero de cadeias representantes de um determinado esquema

em uma pr�oxima gera	c�ao� em fun	c�ao da in�u�encia dos operadores de sele	c�ao� cruzamento e

muta	c�ao� Supondose que a um dado tempo t existamm exemplos de um esquema particular

H contido na popula	c�ao A�t�� com n elementos� onde m � m�H�t�� e relembrando que a

probabilidade de sele	c�ao de uma determinada cadeia �e dada por ps�i� �
f�i�P
n

x��
f�x�
� teremos�

m�H� t� �� � m�H� t�n
f�H� t�Pn
x�� f�x�

�����

onde f�H�t� �e o valor m�edio das avalia	c�oes das cadeias representadas pelo esquema H no

tempo t� E m�H�t��� �e o n�umero de cadeias representantes do esquema H na gera	c�ao t���

A avalia	c�ao m�edia de toda popula	c�ao �e f �
P

n

x��
f�x�

n
� Podese ent�ao obter a equa	c�ao de

crescimento de um determinado esquema durante a sele	c�ao�

m�H� t� �� � m�H� t�
f�H� t�

f
�����

No c�alculo de m�H�t���� devese considerar tamb�em os efeitos do cruzamento sobre a

popula	c�ao intermedi�aria� Considerase que o cruzamento �e probabilisticamente aplicado
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sobre uma por	c�ao da popula	c�ao� Para a parte da popula	c�ao que n�ao sofre cruzamento�

a representa	c�ao devido a sele	c�ao� expressa na equa	c�ao ������ permanecer�a inalterada� Se o

cruzamento for executado com uma probabilidade Pc� ent�ao a probabilidade de sobreviv�encia

de um esquema �ver se	c�ao anterior� �e dada pela express�ao�

psobr � �� pc
#�H�

L� �
�����

Levandose em considera	c�ao agora n�ao s�o os efeitos do cruzamento� mas tamb�em o da

sele	c�ao� temse a seguinte express�ao�

m�H� t� �� � m�H� t�
f�H� t�

f

�
�� pc

#�H�

L � �

�
���"�

A an�alise dessa equa	c�ao levanos a concluir que esquemas com avalia	c�oes acima da m�edia�

aqui representadas pelo termo f�H�t�� e pequenos comprimentos de�nidos� #�H� ser�ao amos

trados em taxas crescentes exponencialmente�

Finalmente� podese analisar os efeitos da muta	c�ao� uma altera	c�ao aleat�oria de uma �unica

posi	c�ao da cadeia� que ocorre com uma probabilidade Pm� De�nindo o�H� como a ordem de

um determinado esquema H� podese a�rmar que para tal esquema sobreviver �a muta	c�ao� �e

preciso que todas as suas o�H� posi	c�oes de�nidas �� ou �� sejam preservadas� Observando

se que a probabilidade de sobreviv�encia �a muta	c�ao de um �unico �bit� �e �� � Pm�� podese

expressar a probabilidade de sobreviv�encia �a muta	c�ao de todos os seus o�H� �bits� atrav�es

da express�ao �� � Pm�o�H�� Levandose em considera	c�ao que Pm �e um valor muito pequeno

�Pm � ��� podese escrever a probabilidade de sobreviv�encia �a muta	c�ao como ���o�H�Pm��

Dessa forma� o efeito combinado dos tr�es operadores gen�eticos sobre um esquema em uma

pr�oxima gera	c�ao �e o seguinte�

m�H� t� �� � m�H� t�
f�H� t�

f

�
�� pc

#�H�

L � �

�
��� o�H� pm� �����

A express�ao acima� �e a equa	c�ao que rege o teorema fundamental dos algoritmos gen�eticos�

Uma �ultima an�alise nos leva a concluir que al�em do pequeno comprimento de�nido� #�H��

e das altas avalia	c�oes� f�H�t�� um esquema tamb�em dever�a ter uma baixa ordem� o�H�� se

quiser garantir a sua hegemonia ao longo das gera	c�oes�
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�� Cruzamento� muta�c�ao e o problema da converg�encia prema�

tura

Ficou claro apartir da se	c�ao anterior� que o teorema fundamental dos AG�s deposita uma

maior �enfase no papel do cruzamento e muta	c�ao na preserva	c�ao dos esquemas� Para maximi

zar tal preserva	c�ao ap�os a realiza	c�ao da etapa de sele	c�ao� �e preciso que as probabilidades de

cruzamento e muta	c�ao sejam minimizadas� Isso sugere que a muta	c�ao n�ao devesse ocorrer�

O motivo pelo qual se utiliza uma certa probabilidade de muta	c�ao aplicada a popula	c�ao�

�e prevenir a perda permanente de uma seq�u�encia particular de alelos que poderia levar a

determina	c�ao do m�
nimo global� A quest�ao �e que se em uma determinada popula	c�ao exis

tir uma cadeia cuja avalia	c�ao �e bastante alta� a tend�encia natural �e que as caracter�
sticas

gen�eticas de tal cadeia sejam assimiladas cada vez mais intensamente nas popula	c�oes pos

teriores� conduzindo a uma converg�encia das cadeias a um �unico ponto que muitas vezes

n�ao �e o m�
nimo global� Este tipo de problema �e muito frequente quando se est�a traba

lhando com uma popula	c�ao relativamente pequena� Sem o operador de muta	c�ao� n�ao h�a

nenhuma possibilidade de reintroduzir a informa	c�ao gen�etica perdida� Mesmo nos casos em

que a fun	c�aoobjetivo tem caracter�
stica n�aoestacion�aria� e a aptid�ao varia com o passar do

tempo �que �e certamente o caso em sistemas biol�ogicos reais�� �e preciso que se garanta a con

tinuidade da diversidade gen�etica� A muta	c�ao ent�ao age como um operador de reintegra	c�ao�

reintroduzindo informa	c�oes gen�eticas perdidas� o que permite que sejam novamente testadas�

Este conceito particular de muta	c�ao� ignora o seu potencial como mecanismo destruidor de

esquemas� Na verdade� do ponto de vista imposto pelo teorema fundamental� a muta	c�ao �e

um mal necess�ario�

Outro problema relacionado com a converg�encia prematura� �e a necessidade de se in

troduzir um mecanismo de c�alculo de aptid�ao diferenciado� em fun	c�ao das v�arias gera	c�oes

avaliadas� Como a avalia	c�ao das cadeias em cada popula	c�ao aumenta com as gera	c�oes� as dis

crep�ancias nos valores das aptid�oes diminui� isto �e� a tend�encia �e que as cadeias �quem cada

vez mais parecidas no que diz respeito as suas e�ci�encias em rela	c�ao a fun	c�aoobjetivo� Isso

faz com que a pr�atica da sele	c�ao baseada nos valores de aptid�ao �que seriamente comprome

tida� Este problema pode ser resolvido parcialmente utilizandose uma esp�ecie de escala de

aptid�ao� Isso pode ser feito atrav�es da ado	c�ao do conceito de expans�ao e contra	c�ao da fun	c�ao

objetivo� com a utiliza	c�ao do par�ametro temperatura� extra�
do do �Simulated annealing��

outro m�etodo rand�omico de otimiza	c�ao� No caso de temperaturas muito pequenas� pequenas

diferen	cas nos valores da fun	c�aoobjetivo ser�ao enfatizadas no momento da sele	c�ao� Assim�

no in�
cio do processo utilizase altas temperaturas� de forma que os modelos com pequenas

diferen	cas no valor da fun	c�aoobjetivo� tenham a mesma chance de serem selecionados� A

medida em que se avan	ca nas gera	c�oes� a temperatura diminui at�e a chamada temperatura

cr�
tica� desse modo� pequenas diferen	cas s�ao exageradas e tornase mais f�acil discriminar os

par�ametros do modelo mais adequado�
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Na elabora	c�ao desse trabalho� os cuidados tomados para se evitar a converg�encia in

desej�avel resumiramse a uma pesquisa a respeito da escolha apropriada do tamanho da

popula	c�ao� e da probabilidade de muta	c�ao� que segundo Goldberg e Segrest ������� s�ao

fatores que podem determinar o �exito no alcance do m�
nimo global�

��� Testes com dado sint	etico

A etapa de testes do algoritmo gen�etico utilizando dado sint�etico foi realizada para de

terminar a e�c�acia do m�etodo na invers�ao de dados de eletrorresistividade� pois a ado	c�ao

de um modelo cujos par�ametros sejam conhecidos nos permite estabelecer a margem de erro

obtida no processo de invers�ao� Aqui� adotouse novamente o modelo j�a utilizado em testes

com a invers�ao linearizada� que pode ser visto na tabela ������ O objetivo agora �e testar os

resultados da invers�ao ao se fazer variar o n�umero de indiv�
duos da popula	c�ao e a probabili

dade de muta	c�ao� pois esses� s�ao par�ametros que segundo Goldberg e Segrest ������� quando

bem empregados� podem garantir a obten	c�ao do m�
nimo global� Foram tomadas popula	c�oes

de � e �� indiv�
duos e probabilidades de muta	c�ao de ��� e ����� O universo de procura dos

sete par�ametros envolvidos� foi estabelecido atrav�es de uma interpreta	c�ao inicial do modelo

sint�etico� Vale ressaltar que a pr�opria con�gura	c�ao das curvas de eletrorresistividade faz com

que exista uma maior facilidade em se estabelecer os par�ametros das camadas superiores�

que portanto� possuem um universo de procura mais limitado em rela	c�ao �a �ultima camada�

Abaixo encontrase uma tabela com os par�ametros ajustados atrav�es do algoritmo gen�etico�

Pop��� Pm����� Pop��� Pm���� Pop���� Pm����� Pop���� Pm����

�� ����� ��"��� ��"�� �����

�� ���� ���� ���� ���

�� ����� ����� ����� �����

�� ������ ��"��� ��"��" ��"��"

h� ��� ��� ��� ���

h� ��� ��� "�� ���

h� ���� ���� "��� ����

Tabela ���� Valores dos par�ametros do modelo sint�etico� ajustados com algoritmo

gen�etico

Analisandose a �gura ������ podese concluir que as curvas ajustadas de uma forma geral

concordam com o modelo sint�etico� exce	c�ao feita �a curva invertida com Pop��� Pm���	�

que n�ao obteve um bom ajuste dos pontos iniciais� O modelo foi melhor invertido quando

se utilizou Pop��� Pm����	� Os desempenhos m�edios� como era de se esperar� mostraram

um padr�ao menos oscilante quando se utilizou Pm����	� comprovando que a muta	c�ao de
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fato afeta a distribui	c�ao dos indiv�
duos na popula	c�ao� podendo eventualmente afastalos

de uma regi�ao de m�
nimo local� No entanto� podese concluir tamb�em que o tamanho

da popula	c�ao afeta o comportamento do desempenho m�edio� fazendo a curva oscilar mais�

quando se tem uma popula	c�ao menor� Os desempenhos dos melhores indiv�
duos atingiram

os valores m�aximos� com exce	c�ao novamente feita a invers�ao com Pop��� Pm���	� Uma

an�alise da �gura ����� inclusive� s�o vem a comprovar o pior desempenho dentre os testados�

para a invers�ao feita com tais par�ametros� As outras invers�oes� atingiram um grau de ajuste

semelhante entre si� com uma pequena vantagem para a invers�ao realizada com Pop���

Pm����	� Isso fez desses par�ametros os escolhidos para a invers�ao dos dados de campo�

Para demonstrar o poder de converg�encia do m�etodo sobre o conjunto de indiv�
duos

da popula	c�ao� escolheuse o modelo invertido com Pop���� Pm����	� As �guras ������

���"� e ����� referentes a esse modelo� mostram que para a primeira camada podese notar

claramente uma converg�encia dos indiv�
duos em torno de um par �espessura� resistividade�

comum� J�a na vig�esima gera	c�ao� h�a uma total converg�encia dos pares� O resultado j�a era

de se esperar� pois para essa camada o universo de procura p�ode ser bastante limitado�

Os par�ametros da segunda camada n�ao obtiveram um grau de ajuste t�ao favor�avel� o que

pode ser compreendido em se observando que o universo de procura estabelecido neste caso

foi bem mais largo� o que naturalmente proporciona um maior grau de di�culdade no ajuste�

Novamente constatase um processo de converg�encia dos pares a um ponto comum� embora

neste caso n�ao se veri�cou uma converg�encia t�ao homog�enea�

O grau de ajuste para a resistividade da terceira camada foi o pior dentre todos� Na

sequ�encia de evolu	c�ao dos indiv�
duos ao longo das gera	c�oes� podese perceber que a con

verg�encia n�ao se deu de forma t�ao acentuada quanto das vezes anteriores� Tal fen�omeno

ocorreu provavelmente devido ao estabelecimento de um universo de procura mais vasto

para essa camada�

�� �� �� �� h� h� h�

Min� ��� � ��� ���� � � ��

Max� ���� �� ��� "��� " �� ��

Tabela ���� Universo de procura estabelecido para a invers�ao do modelo sint�etico�
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��� O m�etodo aplicado aos dados de campo

A exemplo da invers�ao linearizada� o algoritmo gen
etico tamb
em foi aplicado aos dados

de campo coletados em Serrol�andia e Quixabeira� com o objetivo de se avaliar a e�ci�encia

do m
etodo quando aplicado a esse tipo de dado comprovadamente mais complexo� e ao

mesmo tempo obter um quadro comparativo entre os dois m
etodos utilizados� Os par�ametros

adotados na invers�ao com algoritmo gen
etico� foram testados em dados sint
eticos �se�c�ao

anterior� e mostraram ser e�cientes para o processo de otimiza�c�ao�

A invers�ao dos dados relativos a primeira sondagem revelou padr�oes de similaridade com

o modelo obtido atrav
es da invers�ao linearizada �doravante denominada I�L�� O aspecto

destoante �cou por conta do ajuste obtido para segunda camada� cujo valor de espessura

determinado a partir do A�G� mostra uma maior correla�c�ao com os dados obtidos do po�co

locado na 
area� ainda que� em rela�c�ao a esses mesmos dados haja uma diferen�ca de � metros

no valor invertido� A compara�c�ao dos desempenhos obtidos e dos gr
a�cos que mostram as

curvas ajustadas para os dois m
etodos� revela uma signi�cativa vantagem para o A�G� na

invers�ao dos dados�

Resistividade �� �m Espessura �m

camada � ���� ���

camada � ��� ���

camada � ���� ����

camada � ������ �

Tabela ���� Par�ametros ajustados para a SEV ��

A espessura da segunda camada� foi novamente o ponto de disc
ordia entre as invers�oes

realizadas nos dois m
etodos para a SEV �� A invers�ao realizada com A�G�� aponta para

um valor de espessura de �� metros para tal camada� enquanto que de acordo com a I�L��

a espessura seria de ��� metros� Infelizmente� n�ao ser
a poss
�vel determinar qual dos dois

m
etodos mais se aproximou da realidade� pois n�ao existem informa�c�oes de po�co para essa

sondagem� Existem discrep�ancias ainda nos valores de resistividade da segunda camada� que

n�ao vem a causar maiores transtornos visto que os dois valores indicados podem caracterizar a

presen�ca de embasamento alterado� o que parece ser o caso desta camada� As discrep�ancias

registradas na resistividade da camada aq�u
�fera por
em� podem indicar uma diferen�ca na

salinidade da 
agua� A julgar pelo ajuste alcan�cado com A�G�� a 
agua teria um grau de

salinidade maior que o previsto atrav
es da I�L�

Para a SEV �� os modelos invertidos com os dois m
etodos est�ao em harmonia quase

perfeita� Com alguns padr�oes de varia�c�ao que podem at
e ser considerados desprez
�veis� o

A�G� neste caso s
o veio a con�rmar as tend�encias indicadas pela I�L�� Na an
alise das curvas
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Resistividade �� �m Espessura �m

camada � ������ ���

camada � ���� ����

camada � ����� �

Tabela ���� Par�ametros ajustados para a SEV ��

obtidas pelos dois m
etodos� vale ressaltar a superioridade da curva obtida com I�L�

Resistividade �� �m Espessura �m

camada � ���� ���

camada � ���� ���

camada � ���� ���

camada � ������ �

Tabela ���� Par�ametros ajustados para a SEV ��

A invers�ao realizada com a SEV � merece uma especial aten�c�ao� por se veri�car ai uma

discrep�ancia entre os m
etodos que certamente causaria um erro fatal na determina�c�ao da

estrutura da camada aq�u
�fera� Na I�L�� foi feito uma previs�ao inicial de embasamento crista	

lino n�ao fraturado para a terceira camada� atribuindo	lhe inclusive um valor de ���� � �m

no modelo inicial� Entretanto� a invers�ao mostrou haver ali uma camada composta por

embasamento �ssurado ao inverter uma resistividade em torno dos ��� � �m� o que foi com	

provado atrav
es da an
alise dos dados de po�co na 
area� Atento a esse fato� na especi�ca�c�ao

do universo de procura para essa camada� foram estabelecidos valores entre ��� � �m e ����

� �m� Entretanto� contrariando	se todas as considera�c�oes previstas� o valor de resistividade

registrado para essa camada �cou em torno de ���� � �m� que 
e um valor t
�pico de embasa	

manto n�ao �ssurado� Isso quer dizer que de acordo com os valores invertidos com A�G�� n�ao

foi detectada uma camada aq�u
�fera no local�

Resistividade �� �m Espessura �m

camada � ��� ���

camada � ���� ����

camada � ������ �

Tabela ���� Par�ametros ajustados para a SEV ��

Na SEV � o epis
odio se repete� Isto 
e� estabelacida inicialmente uma resistividade de

���� � �m para a terceira camada� a I�L mostrou que na verdade tartava	se de uma camada

aq�u
�fera� ao determinar um valor de resistividade em torno dos ��� � �m para a camada�
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o que foi con�rmado pelos dados de po�co� Desta vez por
em� os resultados alcan�cados pelo

A�G� refor�cam a id
eia de uma terceira camada aq�u
�fera� registrando para essa camada uma

resistividade de ��� � �m� o que est
a de pleno acordo com a I�L�

Resistividade �� �m Espessura �m

camada � ����� ���

camada � ��� ���

camada � ����� �

Tabela ���� Par�ametros ajustados para a SEV ��

Os par�ametros invertidos para a SEV � com o A�G�� apesar das pequenas diferen�cas em

rela�c�ao a I�L�� permite	nos determinar camadas de mesmas caracter
�sticas eletrorresistivas�

A 
unica discrep�ancia �ca por conta da determina�c�ao da espessura da terceira camada� cor	

respondente ao embasamento cristalino alterado� que 
e� segundo o modelo invertido pelo

A�G� cerca de �� metros mais espesso do que o valor encontrado atrav
es da I�L�

Resistividade �� �m Espessura �m

camada � ����� ���

camada � ����� ���

camada � ���� ����

camada � ������ �

Tabela ���� Par�ametros ajustados para a SEV ��

O que h
a para ser destacado na invers�ao da SEV � realizada com A�G�� 
e o valor da

espessura invertida para a terceira camada� Enquanto que atrav
es da I�L� pode	se a�rmar

que trata	se de uma camada aq�u
�fera de �� metros aproximadamente� a espessura encontrada

atrav
es do A�G� pressup�oe a exist�encia de um aq�u
�fero ainda mais profundo� com cerca de ���

metros de profundidade� Apesar de haver informa�c�oes de po�co a respeito dessa sondagem�

n�ao 
e poss
�vel tirar qualquer conclus�ao a partir dela� pois as investiga�c�oes v�ao at
e o limite

de �� metros�

Resistividade �� �m Espessura �m

camada � ���� ����

camada � ����� �����

camada � ������ �

Tabela ���� Par�ametros ajustados para a SEV ��
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A invers�ao da SEV � feita atrav
es de A�G� somente refor�cou as hip
oteses propostas atrav
es

da an
alise dos dados invertidos com I�L� em rela�c�ao as caracter
�sticas eletrorresistivas das

camadas e a in�u�encia do riacho nos valores de resistividades registrados� Entretanto� na

determina�c�ao da espessura da camada aq�u
�fera nesta sondagem� a invers�ao com I�L� mostrou

o seu maior grau de incorre�c�ao j
a registrado at
e ent�ao� ao indicar um valor em torno de ��

metros� quando na verdade os dados de po�co revelaram um valor em torno dos �� metros�

Com A�G�� esse erro n�ao voltou a ocorrer� A invers�ao apontou um valor em torno dos ��

metros para a espessura dessa camada� o que estaria de pleno acordo com a informa�c�ao do

po�co�

Resistividade �� �m Espessura �m

camada � ����� ���

camada � ���� ���

camada � ���� ����

camada � ���� ����

camada � ������ �

Tabela ����� Par�ametros ajustados para a SEV ��
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�� �� �� �� �� h� h� h� h�

Min� �� � �� ���� � � �� SEV �

M
ax� �� �� ��� ���� � �� ���

Min� ���� �� ��� � �� SEV �

M
ax� ���� �� ��� � ��

Min� �� �� �� ���� ���� � � SEV �

M
ax� ��� �� �� ���� � �� ��

Min� � �� ��� � � SEV �

M
ax� �� �� ���� � ���

Min� �� � ��� ���� � SEV �

M
ax� ��� �� ���� � ��

Min� ��� ��� �� ���� ���� � � SEV �

M
ax� ��� ��� �� ���� � �� ��

Min� �� ��� ���� � �� SEV �

M
ax� �� ��� ���� �� ���

Min� ��� � �� �� ���� ���� � �� �� SEV �

M
ax� ��� �� �� ��� ���� � � �� ��

Tabela ����� Quadro de valores m
�nimos e m
aximos dos par�ametros utilizados na

invers�ao das SEV�s�
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Par�ametro De�ni�c�ao Valor adotado

irestrt � para executar um novo AG� �

ou para uma fun�c�ao de avalia�c�ao simples�

� para reiniciar a continua�c�ao

da execu�c�ao de um AG

microga � para uma opera�c�ao normal �

convencional do AG

� para uma micro opera�c�ao do AG

npopsiz Tamanho da popula�c�ao 	

nparam N
umero de par�ametros �grupo de bits� vari
avel

de cada indiv
duo

pmutate Probabilidade de muta�c�ao ����

maxgen N
umero m
aximo de gera�c�oes ����

idum N
umero randomico inicial �����

necess
ario para executar o AG

�inteiro negativo�

pcross Probabilidade de cruzamento ��	

ielite � para o n�ao elitismo �o melhor �

indiv
duo n�ao 
e necessariamente

replicado de uma gera�c�ao para a outra

� para o elitismo

iunifrm � para cruzamento em um 
unico ponto �

� para cruzamento uniforme

nowrite � para escrever muta�c�oes destacadas �

e ajuste de par�ametros

� para n�ao faze�lo

paramin valores m
nimos de cada vari
avel

par�ametro de entrada

paramax valores m
aximos de cada vari
avel

par�ametro de entrada

Tabela ����� Vari
aveis de entrada� suas de�ni�c�oes e valores adotados
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CAP�ITULO �

CONCLUS�OES E RECOMENDAC� �OES

Ao longo desse trabalho� procurou�se demonstrar a habilidade de duas t�ecnicas es�

peciais de invers�ao quando aplicadas a dados de sondagens el�etricas verticais� A invers�ao

linearizada e o algoritmo gen�etico� Primeira a ser investigada� a invers�ao linearizada mostrou

ser uma importante ferramenta no trato do problema� ainda mais quando a ela s�ao acopla�

dos procedimentos que lhe aumentam o poder de resolu�c�ao� tais como �e o conceito de norma

arbitr�aria introduzido por Porsani �	

��� fator de amortecimento de Marquardt �Rijo et

al� 	
� e at�e mesmo de recursos da teoria da invers�ao no dom��nio logar��tmico �Johansen�

	
�� Etapas de testes com modelos sint�eticos e reais �inclusive com os dados coletados em

campo� foram realizadas� onde procurou�se estabelecer de que forma os procedimentos im�

plantados tornariam mais e�caz a invers�ao das sondagens el�etricas� Baseados nos resultados

produzidos� chegou�se as seguintes conclus�oes�

	 � A e�ci�encia na utiliza�c�ao das normas 	� � e � na invers�ao de dados sint�eticos n�ao �e

estabelecida unicamente em fun�c�ao delas pr�oprias� mas avaliada quanto a atua�c�ao conjunta

em rela�c�ao aos dom��nios� fatores de amortecimento e modelos iniciais adotados� Foi obser�

vado como regra geral a pouca e�ci�encia na utiliza�c�ao da norma 	 quando se dispunha de

um fator de amortecimento inoperante� ainda que frente a um modelo inicial bom� o que

revela o quanto a norma pode tornar o m�etodo fr�agil em seu processo de converg�encia� As

normas � e � n�ao demonstraram o mesmo problema� e surpreenderam ao apresentarem graus

de e�ci�encia semelhantes� mesmo para modelos iniciais ruins� sem que se �zesse uso do fator

de amortecimento� Para dados reais �inclusive os dados de campo�� onde foram testadas

as normas 	 e �� observou�se que em 	��� dos casos� os ajustes conseguidos com norma �

foram superiores� permitindo inclusive que se �zesse um maior n�umero de itera�c�oes sem que

houvesse diverg�encia �comum quando se trabalhava com norma 	��

� � O fator de amortecimento mostrou ser relevante quando aplicado a dados sint�eticos�

principalmente ao se fazer uso de norma 	� pois nesse caso� conseguia equilibrar os resultados

com aqueles atingidos com as outras normas� Entretanto� para as normas � e �� a sua

utiliza�c�ao al�em de n�ao produzir maiores resultados� tornava o processo de converg�encia mais

lento� A sua maior contribui�c�ao foi registrada para invers�oes no dom��nio logar��tmico e

modelo inicial ruim� que obtiveram os piores resultados quando feitas com fator inoperante�

			



		�

Ainda de acordo com os resultados dos testes� constatou�se que a ado�c�ao de um fator de

amortecimento n�ao nulo parecia equilibrar o grau de ajuste para os dois dom��nios� qualquer

que fosse o modelo inicial� Em rela�c�ao as invers�oes dos dados reais� a utiliza�c�ao de um fator

de amortecimento� embora de valor n�ao muito elevado� provou ser imprescind��vel quando se

almejava um grau de ajuste razo�avel�

� � Os testes com dados sint�eticos mostraram ser clara a vantagem do dom��nio logar��tmico

nas invers�oes feitas com modelo inicial bom e fator de amortecimento inoperante� Neste caso�

p�ode�se observar que a utiliza�c�ao de tal dom��nio conseguiu inclusive eliminar o problema do

baixo ajuste para a resistividade da �ultima camada� que vinha sendo uma constante no trato

com o dom��nio linear� elavando essa resistividade a valores pr�oximos aqueles estabelecidos no

modelo sint�etico� As recomenda�c�oes quanto a ado�c�ao de um determinado dom��nio parecem

estar diretamente relacionadas ao mondelo inicial adotado� visto que os testes mostraram

que se tal modelo for bom� o dom��nio logar��tmico ser�a mais bem empregado� por�em� se ao

contr�ario dispusermos de um modelo ruim� sugere�se o uso do dom��nio linear� Entretanto�

essas diferen�cas parecem desaparecer quando se adota um determinado fator de amorteci�

mento nas invers�oes� Nessa nova situa�c�ao �como comentou�se anteriormente�� parece haver

um equil��brio entre os graus de ajuste para os dois dom��nios� Os testes utilizando�se os dois

dom��nios para a invers�ao de dados reais� mostraram claramente que a in�u�encia da utili�

za�c�ao deles se d�a mais acentuadamente quando se disp�oe de norma � na invers�ao� Neste

caso� observa�se um melhor ajuste no dom��nio linear para os pontos iniciais das curvas de

campo� onde as resistividades aparentes possuiam valores mais elevados� enquanto que para

valores intermedi�arios� onde a curva registrava um decr�escimo dos valores de resistividade

aparente� alcan�cou�se um ajuste mais preciso no dom��nio logar��tmico� Esse padr�ao de ajuste

tamb�em foi veri�cado nas invers�oes dos dados sint�eticos� �E necess�ario concluir tamb�em que

n�ao houve diferen�cas signi�cativas no desempenho das invers�oes realizadas nos dom��nios lo�

gar��tmicos com bases diferentes �decimal e neperiana�� e que durante o processo de escolha

dos modelos de campo a serem invertidos� observou�se que por algumas vezes n�ao era poss��vel

realizar a invers�ao com dom��nio logar��tmico� mesmo ao se fazer varia�c�oes na norma e fator de

amortecimento� As invers�oes no dom��noo linear ao contr�ario� eram sempre poss��veis ainda

que por vezes n�ao apresentassem os melhores resultados�

As invers�oes realizadas nos dados de campo com norma �� fator de amortecimento 	�	 e

dom��nio linear� provaram ter um desempenho satisfat�orio quando comparadas com as infor�

ma�c�oes de po�cos locados nos pontos de sondagem� o ajuste� �e bem verdade� n�ao foi ideal�

e a invers�ao das espessuras contou com alguma margem de erro em rela�c�ao aos dados de

po�co� por�em� se mantiveram em um limite de toler�ancia tal� que n�ao chegaram a compro�

meter a caracteriza�c�ao das camadas aq�u��feras� pelo contr�ario� pode�se considerar que tal

caracteriza�c�ao foi realizada com sucesso�

Como recomenda�c�oes a trabalhos futuros nessa linha de pesquisa� sugere�se um estudo
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mais aprofundado a cerca das normas a serem utilizadas �j�a que aqui foram realizados testes

apenas com as normas 	� � e ��� no sentido de se desenvolver um algoritmo que permita a

utiliza�c�ao discretizada das mesmas� e possa haver uma sele�c�ao adequada daquela que melhor

proporcione a otimiza�c�ao� A utiliza�c�ao do dom��nio logar��tmico tamb�em em algumas situa�c�oes

demonstrou sua e�ci�encia no processo de invers�ao� obtendo indices de desempenho maiores

do que para o dom��nio linear� Embora detectado o problema da completa diverg�encia quando

da utiliza�c�ao do dom��nio para alguns casos� �fator que levou a se optar pela invers�ao dos

dados de campo no dom��nio linear�� as pesquisas adicionais devem ser encorajadas em fun�c�ao

dos v�arios resultados promissores�

Na segunda fase das atividades� testes com algor��tmo gan�etico foram realizados em dados

sint�eticos� com o objetivo de se determinar o tamanho da popula�c�ao �Pop� e a probabilidade

de muta�c�ao �Pm�� que melhor se adaptassem ao processo �Goldberg e Segrest� 	
��� Esses

testes demonstraram que ado�c�ao dos valores Pop��� Pm����� fazia com que o m�etodo

trabalhasse de forma mais objetiva conduzindo a popula�c�ao a uma regi�ao que continha

os par�ametros do modelo sint�etico� Na an�alise da invers�ao feita com Pop���� Pm������

�cou claro que o desempenho no ajuste da primeira camada foi o mais satisfat�orio� haja

vista a an�alise dos gr�a�cos� Na verdade� tal desempenho deve�se ao fato de que devido a

pr�opria con�gura�c�ao da curva� p�ode�se estabelecer um universo de procura para esta camada

bastante limitado� Entretanto� o ajuste estabelecido para as outras camadas� apesar de n�ao

proporcionar o alcance do m��nimo global� pode ser considerado bem sucedido em vista dos

baixos erros registrados� Atingiu�se um desempenho m�aximo em torno de 	 para quase a

totalidade dos casos� o que pode ser veri�cado no ajuste gr�a�co perfeito� e o desempenho

m�edio com seu car�ater oscilat�orio� denotou a import�ancia do processo de muta�c�ao para

afastar os indiv��duos de uma poss��vel regi�ao de m��nimo local� O tamanho da popula�c�ao

mostrou ser tamb�em um aspecto importante no comportamento da curva de performance

m�edia� que se torna mais oscilante quando se trata de pequenas popula�c�oes�

Na invers�ao dos dados de campo� os resultados das an�alises gr�a�cas e desempenhos obti�

dos mostram que o m�etodo atingiu um n��vel de ajuste bastante apreci�avel� em alguns casos

inclusive superior a invers�ao linearizada� As invers�oes que puderam ser analisadas �a luz dos

dados de po�co� em sua maioria mostraram estar em sintonia com a realidade geol�ogica da

regi�ao� com exce�c�ao do valor de resistividade invertido para a terceira camada da SEV � onde

o A�G� cometeu um erro grave ao n�ao caracterizar tal camada como aq�u��fera� conferindo�lhe

uma resistividade em torno dos ���� � �m� t��pica de embasamento s�ao� Na SEV � tamb�em

houve uma discord�ancia em torno da invers�ao da espessura da terceira camada realizada

pelos dois m�etodos� por�em� apesar de haver informa�c�oes de po�co a cerca dessa sondagem�

n�ao �e poss��vel tirar qualquer conclus�ao a partir dela� pois as investiga�c�oes v�ao at�e o limite

de � metros�
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Na elabora�c�ao desse trabalho� os cuidados tomados para se evitar a converg�encia inde�

sej�avel� resumiram�se a uma pesquisa a respeito da escolha do tamanho da popula�c�ao� e

da probabilidade de muta�c�ao� fatores que podem determinar o �exito no alcance do m��nimo

global� Entretanto� existem outros m�etodos� at�e mais e�cientes de se alcan�car essa meta� tal

como o conceito de contra�c�ao e expans�ao da fun�c�ao�objetivo� com a utiliza�c�ao do par�ametro

temperatura� extra��do do �Simulated Annealing�� outro m�etodo rand�omico de otimiza�c�ao�

Pode�se recomendar para trabalhos futuros a pesquisa em torno desses e de outros m�etodos

que venham a contribuir para a elimina�c�ao daquele que �e um dos principais problemas no

trato com esse tipo de m�etodo� Por �m� recomenda�se tamb�em uma linha de pesquisa que

envolva a utiliza�c�ao combinada dos dois m�etodos estudados� Como se sabe� o A�G� �e um

m�etodo de procura que visa estabelecer uma popula�c�ao de indiv��duos que esteja na regi�ao

de m��nimo global� No espa�co limitado por essa regi�ao� existem indiv��duos mais aptos que

outros� por�em� pode n�ao haver necessariamente um indiv��duo que represente exatamente o

m��nimo global� A id�eia ent�ao� seria utilizar um dos indiv��duos dessa popula�c�ao como modelo

inicial a ser introduzido na invers�ao linearizada com o objetivo de se determinar o modelo

que represente o ponto exato de m��nimo global� que ter�a essa caracter��stica pois quaisquer

dos modelos iniciais tomados estar�a em uma regi�ao de m��nimo global�
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AP�ENDICE A

Expans�ao por s�erie de Taylor

Tomemos uma fun�c�ao Y�f�x�� em que as derivadas existam at�e a ordem �n�	�� inclusive

na vizinhan�ca do ponto x�a� Tomemos agora um polinomio Y�Pn�x�� de grau menor ou

igual a n� cujo valor no ponto x�a �e igual ao valor da fun�c�ao f�x� neste ponto� e os valores

no ponto x�a das derivadas sucessivas at�e a ordem n �inclusive� s�ao respectivamente iguais

aos valores neste ponto� das derivadas correspondentes da fun�c�ao f�x�� Assim teremos�

Pn�a� � f�a�

Pn��a� � f ��a�
���

Pn�n��a� � f �n��a�

�A�	�

Podemos expressar o polinomio Pn�x� da seguinte maneira�

Pn�x� � C� � C��x� a� � C��x� a�� � C��x� a�� � ���� Cn�x� a�n �A���

Deve�se ent�ao calcular os coe�cientesC�� C�� ���� Cn de maneira que seja satisfeita a rela�c�ao

�A�	� desta forma�

Pn��x� � C� � �C��x� a� � �C��x� a�� � ���� nCn�x� a�n��

Pn���x� � �C� � � � �C��x� a� � ���� n�n � 	�Cn�x� a�n��

���

Pn�n��x� � n�n� 	����� � 	Cn

��������
�������

�A���

Substituindo�se x por a nas express�oes acima teremos�

f�a� � C�

f ��a� � C�

f ���a� � � � 	 � C�

���

f �n��a� � n�n� 	��n � ������ � 	 � Cn

�A���

		�



		

de onde tiramos que�

C� � f�a�

C� � f ��a�

C� � �
���
f ���a�

C� � �
�����

f ����a�

���

Cn � �
��������n

f �n��a�

�A���

Substituindo os valores dos coe�cientes C�� C�� C�� ���� Cn na f�ormula �A���� tem�se o po�

linomio�

Pn�x� � f�a� �
x� a

	�
f ��a� �

�x� a��

��
f ���a� � ����

�x� a�n

n�
f �n��a� �A���

Como a fun�c�ao f�x� e o polin�omio Pn�x� n�ao s�ao exatamente iguais� teremos um polin�omio

que expressa a diferen�ca entre eles� que pode ser chamado Rn�x�� de forma que possamos

obter a seguinte express�ao�

f�x� � Pn�x� � Rn�x� �A��

Atrav�es de c�alculos outros� podemos chegar a express�ao de Rn�x� como sendo�

Rn�x� �
�x� a�n��

�n � 	��
f �n��� a � ��x� a�! �A���

Se a fun�c�ao f�x� �e inde�nidamente deriv�avel na vizinhan�ca do ponto x�a� pode�se tomar

n arbitrariamente grande na f�ormula de Taylor� Suponhamos que o resto Rn�x� tende para

zero quando n tende a in�nito �n��� �

lim
n��

Rn�x� � � �A�
�



		�

Desta forma� fazendo n�� na express�ao de f�x� obtem�se uma s�erie com uma in�nidade

de termos� dita s�erie de Taylor�

f�x� � f�a� �
x� a

	
f ��a� � ����

�x� a�n

n�
f �n��a� � ��� �A�	��

Portanto temos que para uma s�erie de Taylor de uma dada fun�c�ao� determinaremos se

ela representa efetivamente essa fun�c�ao� se demonstrarmos que o resto tende para zero� para

n��� bem como comprovarmos que a s�erie escrita converge para a fun�c�ao dada�



AP�ENDICE B

Conceitos e propriedades de norma de um

vetor

Seja u e v vetores de Rn � u ��u�� u�� ���� un� e v ��v�� v�� ���� vn�� A dist�ancia entre os

pontos u e v �e de�nida por�

d�u� v� �
q

�u� � v��� � �u� � v��� � �u� � v��� � ���� �un � vn�� �B�	�

A norma euclidiana �norma �� do vetor u� escrita jj u jj� �e de�nida como sendo a raiz

quadrada n�ao negativa de u � u �

jjujj �
p
u � u �

q
u�� � u�� � ���� u�n �B���

Como� por teorema temos que u � u � �� veri�ca�se a exist�encia da raiz quadrada�

Pode�se notar que d�u�v�� jj u � v jj� Portanto temos que o conceito de norma de um

vetor em um espa�co vetorial linear� �e uma generaliza�c�ao da id�eia de comprimento�

Vejamos a seguir as tr�es propriedades de norma�

	 � jj u jj� � e jj u jj �� se e somente se u��

� � jj � � u jj�j � j � jj u jj� onde � �e uma constante de�nida�

� � jj u � v jj�jj u jj � jj v jj� teorema de Cauchy�Schwarz�

Podemos generalizar o conceito de norma� escrevendo�a da seguinte maneira�

jjujjp �  
nX
i��

juijp!
�

p �B���

onde p dever�a ser um n�umero � 	� pois do contr�ario �p � 	� o teorema de Cauchy�Schwarz

n�ao ser�a satisfeito�

		




AP�ENDICE C

O m�etodo dos m��nimos quadrados

O m�etodo dos m��nimos quadrados� tem por objetivo ajustar as amostras de um deter�

minado sinal medido �a uma curva que obedece a uma dada fun�c�ao matem�atica� Para isso�

tenta�se fazer com que o somat�orio da diferen�ca entre os valores medidos e calculados elevado

ao quadrado seja m��nimo� Esta express�ao �e do tipo�

Q �
MX
j��

�yobsj � ycalcj�
� �

MX
j

ej �C�	�

onde�

Q � Somat�orio do erro quadr�atico minimo

yobsj � dados coletados atrav�es de medi�c�ao

ycalcj � dados calculados atrav�es de uma fun�c�ao matem�atica pr�e estabelecida

ej � erro entre os dados observados e calculados em cada ponto j

O procedimento consiste em determinar uma fun�c�ao a qual deseja�se ajustar a curva

dos dados medidos� e em seguida aplicar o m�etodo� calculando atrav�es dele o valor dos

coe�cientes da fun�c�ao que fazem do somat�orio do erro quadr�atico um valor minimo�

Na forma geral e matricial� podemos escrever esta equa�c�ao da seguinte maneira�

e �
h
y X

i �� 	

�h

�
� �C���

onde�

y � vetor dos dados observados

X � matriz que representa a fun�c�ao linear

h � vetor dos par�ametros

e � vetor erro

	��



	�	

Do produto do vetor erro pela sua transposta� obtemos o somat�orio do erro quadr�atico�

eTe �
h

	 �h
i �� yT

XT

�
� h y X

i �� 	

�h

�
� �C���

Ainda utilizando nota�c�ao matricial� podemos escrever a forma ampliada das equa�c�oes

normais da seguinte maneira�

�
� yTy yTX

XTy XTX

�
�
�
� 	

�h

�
� �

�
� minQ

�

�
� �C���

De onde temos que�

h � �XTX���XTy �C���

e

min feTeg � yTy� yTXh �C���

O m�etodo dos m��nimos quadrados �e empregado em v�arias opera�c�oes de ajuste de uma

curva matem�atica a um conjunto de dados observados� Esta explica�c�ao sobre o m�etodo

coube aqui� devido a sua aplica�c�ao no m�etodo de invers�ao linearizada visto no cap��tulo ��



AP�ENDICE D

O m�etodo conjugado gradiente

O m�etodo conjugado gradiente� �e um dos v�arios m�etodos utilizados para a resolu�c�ao

das equa�c�oes normais obtidas atrav�es da utiliza�c�ao de m��nimos quadrados� Entretanto� por

se tratar de um algoritmo interativo� esse m�etodo tr�as consigo a caracter��stica de poder

ser aplicado particularmente em procedimentos de invers�ao interativa� oferecendo resultados

mais objetivos na obten�c�ao do m��nimo desejado� O m�etodo foi utilizado na invers�ao dos

par�amentros resistividade e espessura das camadas neste trabalho� e portanto esse ap�endice

tem como objetivo expor a sua �loso�a de opera�c�ao�

Lembremos primeiramente que o objetivo aqui �e ajustar uma equa�c�ao linear do tipo�

y � Xh �D�	�

onde�

y �e o vetor dos dados observados �dados de campo�

X representa a matriz com valores da fun�c�ao linear a qual se deseja ajustar os dados

h �e o vetor dos par�ametros a serem ajustados

O erro entre os dados observados e calculados pode ser dado da seguinte forma�

ke � y �X k�h �
h
y X

i �� 	

�k�h

�
� �D���

a express�ao matricial do erro quadr�atico� �e dada da seguinte forma�

kQh �
h

	 khT
i �� yTY yTX

XTy XTX

�
�
�
� 	

kh

�
� �D���

onde �k�h � kh

	��



	��

De�ne�se ent�ao a express�ao interativa�

�
� 	

k��h

�
� �

�
� 	

kh

�
�� �k��

�
� �

ku

�
� �D���

onde ku representa um vetor arbitr�ario n�ao nulo�

Substituindo�se a equa�c�ao �D��� na equa�c�ao matricial que de�ne o erro na intera�c�ao k���

tem�se�

k��Qh �
h

	 �k��

i �� kEh
k"h

k"h
kQu

�
�
�
� 	

�k��

�
� �D���

onde�

kEh � keT ke

kQu � kuT XTX ku

k"h � keT X ku

Minimizando a equa�c�ao �D��� com rela�c�ao a �k��� obtem�se a equa�c�ao normal que pode

ser apresentada na forma seguinte�

�
� kEh

k"h

k"h
kQu

�
�
�
� 	

�k��

�
� �

�
� k��Eh

�

�
� �D���

Resolvendo�se para �k��� obtem�se�

�k�� � �
k"h

kQu

�D��

Retornando�se com a equa�c�ao �D�� em �D���� obtem�se�

k��Eh � kEh

	
	 �

k"�
h

kEh
kQu



�D���

Porque kEh e k��Eh s�ao n�ao negativos� podemos escrever� � � �� �
k	�

h
kEh

kQu
� 	� A

rela�c�ao de proporcionalidade inversa entre k��Eh e kQu� expressa na equa�c�ao �D���� pode ser

utilizada para acelerar a converg�encia� Para tanto� de�ne�se ku da seguinte forma�



	��

ku � kr� �k
k��u �D�
�

onde

kr �
h
XTy XTX

i �� 	
kh

�
� �D�	��

�e o vetor residual �gradiente� na intera�c�ao k�

Substituindo�se a equa�c�ao �D�
� na express�ao de kQu� tem�se�

kQu �
h

	 �k

i �� krT

k��uT

�
�XTX

h
kr k��u

i �� 	

�k

�
� �D�		�

minimizando com rela�c�ao a �k podemos escrever�

�k � �
k"u

k��Eu

�D�	��

onde�

k"u � k��uXTXkr

k��Eu � k��Qu�min � k��uTXTXk��u

Substituindo�se a equa�c�ao �D��� na equa�c�ao �D�	��� para a intera�c�ao k��� obtem�se a

express�ao recursiva para atualizar o vetor gradiente�

k��r � kr� �k��
kq �D�	��

onde� kq � XTXku
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