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Prof. Romero Tavares da Silva
09. Sistema de particulas

O centro de massa

Mesmo quando um corpo gira ou vibra, existe um ponto nesse corpo, chamado
centro de massa, que se desloca da mesma maneira que se deslocaria uma Unica parti-
cula, com a massa deste corpo e sujeita a0 mesmo sistema de forgas que ele.

Ainda que o sistema nao seja um corpo rigido mas um conjunto de particulas, pode
ser definido para ele um centro de massa, como veremos adiante.

Sistema de particulas - Uma dimenséao

Vamos definir inicialmente a posicdo Xcvw do centro de massa para um sistema
composto de duas particulas de massas m; e m, e que ocupam as posi¢cdes X; € Xz .

— m, X, +m,X, msy mo

I —— | o o

ou X
2
- m, E( N m, E( « >
cMm _E 1 E 2
1+m2 1+m2

Podemos olhar a dltima equacdo como uma média ponderada da posicado de cada
particula de massa m; onde o "peso” de cada termo é a fracdo da massa total contida na
posSIiCao X;.

Para um sistema de N corpos dispostos ao longo de uma linha reta, podemos fa-
zer uma extensédo da definicdo anterior:

N
CmX, FMX, .M X, ;mixl
XCM - -

N
m, +m, +...+m, Sm,

Iremos definir a massa total do sistema como M, onde:

N
M=¥Ym
e desse modo teremos:
N
Mx., = Zlmi
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Prof. Romero Tavares da Silva

Sistema de particulas - Duas dimensodes

Para a definicdo do centro de massa de um sistema de N particulas distribuidas
em um plano podemos, por analogia com as definicdes anteriores, considerar que:

M M, FeEmyx, M 1%
o m,+m, +...+m, : M &

2m

m.
g MY My, om0 i%
o m,+m, +...+m, S M &

2™

Sistema de particulas - Trés dimensofes

Para um sistema de N particulas distribuidas em trés dimensdes temos as se-
guintes defini¢des:

1N

Xem :MI: m; X;
1 N

Yeu :MI: my,
L

Zgy =MI= m, z;

Se considerarmos que:

teremos:

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 3



Prof. Romero Tavares da Silva

Corpos rigidos

Podemos imaginar um corpo rigido como sendo subdividido em pequenos ele-
mentos de volume AV; de massa Am; respectivamente, que estdo localizados em pon-
tos definidos por coordenadas ( xi, Vi, zi ) . Neste cenario, teremos as seguintes equa-
coes:

N
inAmi

XCM

o
ZAmi

Sy Am,

— 1=l
yCM_ N

.ZAm‘

%ziAmi
Z,, =———

o =
ZlAmi

Se os elementos de volume AV; - 0, as massas contidas nesses elementos de
volume também de serdo reduzidas, ao ponto de Am; - 0 . Quando isso acontece,
aquelas somas se transformam em integrais:

e concluindo:
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Prof. Romero Tavares da Silva

Movimento do centro de massa

A partir da definicdo de centro de massa temos a seguinte equacao:

A variacdo dessas posi¢cdes com o tempo é calculada como:

—

drey _ m1%+ m, ar, +...+m, dry
dt dt dt dt

M

de modo que a velocidade do centro de massa tem a forma:
MvV,, =myV, +my, +...+m

A variagdo dessas velocidades com o tempo é calculada como:

M d\7CM —_

av, v,
m,—X+m, +...+m,
dt dt dt dt

de modo que a aceleracdo do centro de massa tem a forma:

Cada termo da equacédo anterior refere-se a uma particula especifica, e é igual a
forca resultante que atua nessa particula.

— — — N
Ma,, =F, +F, +...+F, :ZlFi

Mas a forca resultante que atua em uma particula que faz parte desse sistema é
composta de duas partes: as forcas externas a esse sistema que atuam em cada particula
e as forcas internas de interacdo mutua entre as particulas.

—

Mé‘CM = (FlEXT + IfllNT )+ ('fZEXT + IE2INT )+ T ('ENEXT + IEN'NT )

z ('fiEXT + 'EiINT ) = 'fEXT + 'fINT

1=1

Mas quando considerarmos a soma das forgas internas estaremos incluindo pares
de forcas que se anulam, segundo a Terceira Lei de Newton por serem acao e reacao.
Por exemplo: iremos incluir as forgas que a particula 2 exerce na particula 3 como tam-
bém as forcas que a particula 3 exerce na particula 2 . E essas for¢cas de interacéo se
anulam. Isso acontece com todos os pares de particulas que considerarmos. Assim a
soma total das forcas internas que atuam em um sistema de particulas é nula, e desse
modo:

M aCM = FE><T
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Prof. Romero Tavares da Silva

Essa equacéao diz que o centro de massa de um sistema de particulas se move
como se toda a massa M desse sistema estivesse concentrada nesse ponto e essa
massa estivesse sob a acéo da forca externa resultante.

Momento linear de uma particula

Define-se 0 momentum (ou momento) linear de uma particula como sendo o pro-
duto de sua massa por sua velocidade:

p=mv

Conta-se que Newton na realidade formulou a sua Segunda Lei em termos do mo-
mento, da seguinte maneira:

A taxa de variagcdo do momento de uma particula é proporcional a resultante das forcas
gue agem sobre essa particula, e tem a mesma direcdo e 0 mesmo sentido que essa for-

ca.

- dp _d -
F, =—=—mv
T T g ™)
Para os sistemas de massa constante:
F, = B mz
dt dt

Momento linear de um sistema de particulas

Para um sistema composto de N particulas, definimos o momento total como:

—

— — — N —_
P=p, +p,+...+p, :lei
ou ainda:

N
P=myv,+my, +...+myVv, = Zlmivi =Mv,,
I =

Jé& foi mostrado que:

~ dv =
MaCM =M d;M = FEXT
e quando M = constante , temos
-~ d .- dP
FEXT = E (MVCM ) = E
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Conservacao do momento linear

Quando estivermos considerando um sistema isolado, onde a resultante das forgas
externas for nula, teremos:

E.-on %-op P=p, +p, +...+p, =constante

EXT
t

indicando que 0 momento total do sistema € uma constante. Por exemplo, huma colisao
entre duas bolas de bilhar, o momento total desse sistema isolado se conserva: 0 mo-
mento total antes da colisdo é igual ao momento total depois da coliséo.

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 7
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

2

A distancia entre os centros dos atomos de carbono C e oxigénio O em uma molé-
cula de monéxido de carbono CO é de 1,131x10°m . Determine a posicéo do cen-
tro de massa da molécula de CO em relacdo ao atomo de carbono. Use as massas
dos dtomosde C e O.

Por definicdo temos que:

_M,d, +M_.d. Mg
ML F M, O
onde do=d-dc

Vamos escolher a origem do eixo x como passando pelo &tomo de oxigénio. Com
essa escolha teremos dy=0 e dc =d = 1,131x10"°m, e portanto:

. = M.d
°M|vl+|v| +M

dem = 0,571 d = 0,645x10°m

<V

considerando que:
Mo = 15,994g/mol
Mc =12,011g/mol

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

3

Quais sao as coordenadas do centro de massa das trés particulas que aparecem no
desenho a seguir? O que acontece com o centro de massa quando a massa da parti-
cula de cima aumenta gradualmente? As unidade das distancias é o metro.

a) o = MX +m,x, + m,X, 3
M m,+m, +m,
3x0+8x1+4x2 _ 16 8,0kg
Xew = =—=107m 2
3+8+4 15
—1
myy, +m2y2 +m3y3 40kg
= -1 3
You m, +m, +m, .
3x0 +8x2 +4x1 _ 20 3,0kg
Yem = =—=134m
3+8+4 15 q ) 5 5
%
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b) O que acontece com o centro de massa quando a massa da particula de cima
aumenta gradualmente?

Usando as definicbes das coordenadas do centro de massa, podemos dizer que:

F —_ mlr?l +m2F2 +m3F3
M m,+m, +m,

Se a massa da particula 2 aumenta gradualmente, passando do valor m;, para
o valor m; + Am; , a equacédo acima tomara a forma:

Fi — mlrl + (mz +Am2)F2 + m3F3 =+ Amz r
M m, +m, +m,  m i +m,+m, °
ou seja:
- ~ - Am, _
ArCM = RCM —lew = r,

m, +m, +m,

Conclusédo: Se uma das particulas aumentar gradualmente a sua massa, 0 centro
de massa gradualmente se movera de acordo com a equacdo anterior para Ar,,,

Capitulo 9 - Halliday e Resnick - Edi¢do antiga

3A | Calcule o centro de massa de uma haste com uma distribuicdo uniforme de massa,
de comprimento L e massa M.

Vamos considerar um elemento de massa
dm de largura dx localizado na posi¢céo

X . Como a distribuicdo de massa € uni- dm
forme, podemos dizer que:
dm - dx «—» X
O _ Bﬂ&i X
0 O dm= X
0L 0O < >
HM - L L
X -1 xdm 0O X —iLx dxH——Lxdx—lx—2L
o "] o M! oL O ! L 2|,
_L
Xew = E

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 9
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Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

4 | Trés barras finas de comprimento L s&o dispostas em forma de U invertido confor-
me a figura a seguir. As duas barras laterais ttm massa M e a barra central massa
3M. Qual a localizagdo do centro de massa do conjunto?

L y A
< >
3M mo
A .| A —
L M M L m m
v v ‘

Para o calculo do centro de massa desse conjunto as barras se comportam como se
as suas massas estivessem concentradas em seus respectivos centros de massa.
Escolhendo um sistema de coordenadas, as massas estdo nas posicoes:

O _ Mx0+3MxL/2+MxL _ L

m,=3M e (L/2;L) O 0

Hm3=M e (LiL/2) 0 _MxL/2+3MxL+MxL/2 _4L
H’CM M +3M + M 5

Capitulo 9 - Halliday, Resnick - Edi¢do antiga

7 | Calcule o centro de massa de um fio em forma de arco de raio R, angulo 6, e mas-
sa M.
. . A
Como definido anteriormente, temos: y
1
Xew = MIde
1
You =37 1Y dm

Considerando que a distribuicdo de mas-
sa no fio é uniforme, podemos encontrar
uma relacdo entre a quantidade infinite-
simal de massa dm e o angulo d@ que
delimita essa massa, usando a proporgéao

a sequir:
- dé
m 0 dm=Mgg
oM - 6, 0,

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 10
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A posicdo ( x,y) de um elemento de massa genérico dm é pode ser expressa
como:
X =R cosf

y =R senf

(Rcos@)% E Qig 0 90 —sen@O

Desse modo termos:

E

1
Xem :MIde

Oy P

1
M

CD

e de modo equivalente:

R % R o R
(Rsene)% E e—g en@d@z—eO i —a(l—coseo)

1 1°
yCM—MJydm M

Ol &P

A partir desses resultados podemos o centro de massa de outras figuras se-
melhantes:

i Um quarto de circulo 6, = 2 .

2R

- R - 2R
Xew = mzsen(n/Z) -

_R
ppy (1 COS(T[/ 2)) =

Y

(@)
<

ii. Um semicirculo 6, =1t

I A

iii. Um circulo 6,=2m1

Xew = %sen(Zn) =0

O
<

Y

2377 (1-cos(em))=0

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 11
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Capitulo 9 - Halliday, Resnick - Edi¢cdo antiga

8 | Calcule o centro de massa de um quarto de disco de raio R e massa M.

O centro de massa € definido como: y A
1
Xey = — [xdm
Vil
_ 1
You =— [y dm
M I > «

onde o elemento genérico de massa dm esta contido em um elemento de area dA
no interior do disco e essas grandezas estao relacionadas:

WA - dm
[
U

Ha -

onde o é a densidade superficial de massa do disco. Temos ainda que:

0 dm="ga=0dA
A

7.R2
4

A =

A =(rd@)dr)=rdrde

0000

[X =rcos@

Ey =rsen@
Temos entao que:

Rm/2 w2

Xey = %dem ——”xadA—zj J’(r cosO)(r dr de):%jrzdr [cos6de

o B n/2} o R® / 2 R®
Xey =— 00— 0OS n6| ==t
M B3], 0 M 3 M 3
w. =R
CcM 37_[
De maneira equivalente
d dA 6)r dr do) = rdr [sen6de
Yeu J’y m——”ya ——‘[!’rsen r r _M-! r!'sen

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 12
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R
oG )l o R® 2 R®
yCM =—[F— -C 9|0l}____ﬁ_
|\/|§3O M 3 M 3
y _ 4R
CM 37_[

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

15

Um homem de massa My estd pendurado em uma escada de corda presa a um
baldo de massa Mg , conforme a figura a seguir. O baldo esta parado em relacéo ao
solo.

a) Se o homem comecar a subir a escada com velocidade v (em relacdo a esca-
da), em que dire¢cdo e com que velocidade (em relacdo a Terra) o baldo vai se

mover?

R A
V=ijv y
+ Ms

onde Vy € a velocidade do homem em
relagéo ao solo e Vg € a velocidade do
baldo em relag&o ao solo.
Como o conjunto homem + baléao esta-
va inicialmente em repouso, e a resul-
tante das forcas externas € nula, temos
que:

(MH +MB)\7CM :MHV +MB\78 :O

H

ou seja:
- S - M » M
MBVB+MH(VB +V)=0 O vg=- . =~ :
H + |\/IB H + MB
b) Qual sera o movimento depois que o homem parar de subir?

O baldo novamente ficard novamente estacionario pois se vem =0 e vy =0 te-
remos que vg=0.

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

17

Um canh&o e um suprimento de balas de canh&do se encontram no interior de um va-
gao fechado de comprimento L , como na figura a seguir. O canhao dispara para a
direita; o recuo faz o vagao se mover para a esquerda. As balas disparadas continu-
am no vagao depois de se chocarem com a parede oposta.

a) Qual a maior distancia que o vagao pode ter percorrido depois que todas as ba-
las forem disparadas?

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 13
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Vamos considerar que existem N ba-
las de canhdo de massa m cada, e
gue sédo disparadas para a direita com
velocidade vg . ) @)
O vagao e o canhdo tém conjuntamente
uma massa My . X L-xX

Apo6s o disparo de uma bala para a di- DL E—
reita o conjunto vagao + canhdo + ( N -
1) balas se deslocam para a esquerda J

com velocidade vr .

Inicialmente todo esse aparato estava ) @)
em repouso, logo a velocidade do cen-
tro de massa sera nula:

. - - - [ m L.
M. +Nmj|v., =[M; +(N-1m|v. +mv, =0 O v, =-
[ T ]CM [ T ( )]T B T EMT"'(N_l)mEyB

Pelo desenho podemos notar que apés o tiro a bala se deslocou uma distancia
L - X e como consequéncia do recuo o vagao se deslocou uma distancia x . Ou
seja:

[ X=v,t .

0 X - X X

a 0 ot=X-= 0 v, =0* 8,

VeV, O -x0
H -x=v,t

Usando as duas ultimas equacgdes encontramos o valor de x , o deslocamento
do vagao para um unico tiro de canhéo:

m
X =
o

Depois de N disparos, o vagao tera se deslocado uma distancia d =N x :

d = Nm %
%QT+Nm

O maior deslocamento possivel acontecera quando a massa total da balas N m
for muito maior do que a massa do vagéo. Nessa situacao teremos que:

se Nm > My [ d=L
Qual a velocidade do vagéao depois que todas as balas forem disparadas?

O conjunto vagao + canhdo + balas voltara ao repouso pois inicialmente esse
sistema tinha o centro de massa com velocidade nula.

romero@fisica.ufpb.br 14
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Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

18 | Deixa-se cair uma pedra em t =0 . Uma segunda pedra com massa duas vezes
maior que a da primeira, é largada do mesmo ponto em t=100ms .

a) Onde estard o centro de massa das duas pedras em t = 300ms ? Suponha que
nenhuma das pedras chegou ao chéo.
Ya
My =m At=100ms =0,1s t‘ t%_
my = 2m T =300ms =0,3s

As equacdes de movimento das particulas séo:

0 _ gt} _ gl+at)
Y= T
[
D 2
U t t?
0y, 9% __9
0 2 2
O centro de massa desse sistema tera a forma:
Ogft+at)O 0 gt’C
mD‘*D H H 5 .
yo (t)=_" O __gt+at) gt
M +2m 6 6
Para t=0,3s

Ycm ( 0,35) =-0,40m
b) Qual a velocidade do centro de massa desse sistema nesse momento?

dyCM __1

Vg (t) = =25 —gg(2t+At)

Vem (0,3s) =-2,28m/s

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

21 | Dois sacos de aglcar idénticos sdo ligados por uma corda de massa desprezivel, que
passa por uma roldana sem atrito, de massa desprezivel, com 50mm de diametro.
Os dois sacos estdo no mesmo nivel e cada um possui originalmente uma massa de
500g .

a) Determine a posicéo horizontal do centro de massa do sistema.

Inicialmente os dois sacos estdo no d =50mm = 0,05m
mesmo nivel, logo M; = M, = 5009g = 0,5kg
_My, +Myy, _
yCM =T e a . aa
M, +M,

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 15
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« _Mx, +M,x, _M,.0+M.,d _H M, |
- I\/Il-l-l\/IZ I\/Il-i-l\/IZ H\/I1+M2

Xcm = 0,025m = 25mm

b) Suponha que 20g de acucar sdo transferidos de
um saco para outro, mas 0s sacos sao mantidos

nas posicdes originais. Determine a nova posicao M M
horizontal do centro de massa. X
mz = 0,48kg d
m, = 0,52kg
m, X, + m,X m
X, =MX*MX, o M, Eﬁo,ozam y
ml + m2 Hnl + m2

c) Os dois sacos séo liberados. Em que direcdo se move o centro de massa?

Ja foi mostrado anteriormente que os sacos tém, em modulo, a mesma acelera-

cao:
a= 2~ My
2 +ml

e elas tém sentido contrarios:

Como:

encontramos que:

QD

@]

<

1

—
+ |
HB I—‘B
T

e}

Como a aceleracao é constante, a velocidade do centro de massa tem a forma:

Vew =Voen tagy t=ag, t

pois a velocidade inicial € nula. Desse modo teremos que:

2
~ ~ —ml
Vew = 1 H= Egt
2+ml

e portanto o centro de massa se desloca para baixo.

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 16
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d) Qual a sua aceleracéo?

Ja foi mostrado que

—

ey = |

2
-E::z_ml
2+mlEg

e) Como varia a posicao do centro de massa a medida que 0s sacos se movimen-

tam?
L., oat
r1 - r01 +V01t + 2
. a,t?
r, =rg -l_Vozt + 2

Relembrando que:

encontramos

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

22

Cap 09

Um cachorro de 5kg esta em um bote de 20kg que se encontra a 6m da margem.
Ele anda 2,4m no barco em direcdo a margem, e depois para. O atrito entre o bote e
a agua é desprezivel. A que distancia da margem esta o cachorro depois da cami-
nhada? Sugestdo: O cachorro se move para a esquerda; o bote se desloca para a
direita; e o centro de massa do sistema cachorro + bote ? Sera que ele se move?

Mc = 5kg d=6m
Mg = 20kg s=2,4m

Antes de comecar a resolugdo vamos
fazer algumas suposicoes:

O cachorro esta na extremidade do
bote mais afastada da margem

O bote tem forma simétrica, tal que
0 centro de massa esta localizado
Nno seu centro geometrico.

romero@fisica.ufpb.br
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M. +M,)a,, =F., =0 O (M, +M,)V,, =constante

Como o conjunto cachorro + bote estava inicialmente em repouso, a velocidade do
centro de massa era nula e ird permanecer com esse valor pois a resultante das for-
cas externas é zero.

(MC + MB)\7CM = MCVC + MBVB = 0

Antes do cachorro se mover a posigao do centro de massa tem a seguinte forma:

L _OM +{d-L/2)m,
CM Mc + MB
Depois que ele se moveu, a posicéo de centro de massa, tem a seguinte forma:

o l@-)+x +(-shm +[@ L)+ x, +L/2m,
CM MC+MB

Como a velocidade do centro de massa € nula, ele ndo se moveu e portanto as duas
equacgdes anteriores séo iguais. Fazendo essa igualdade encontramos que:

(x, -sM, +x,M, =0 O x,(M.+M,)=sM, O XO=E\AM7°%:O,48m
C+MB

D=(d-L)+x,+(L-s)=d+x, —s=4,08m

Capitulo 9 - Halliday e Resnick - Edi¢do antiga
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Um sapo de massa m esta parado na extremidade de uma tdbua de massa M e
comprimento L . A tabua flutua em repouso sobre a superficie de um lago. O sapo
pula em direcdo a outra extremidade da tabua com uma velocidade v que forma um
angulo 6 com a horizontal. Determine o modulo da velocidade inicial do sapo para
gue ele atinja a outra extremidade da tabua.

Vamos supor que quando o sapo L
pula, a parte da tabua onde ele 0" e
<

estava afunda um pouco, mas volta

a boiar, de modo que quando ele L
tocar na outra extremidade, a tdbua

jaestara na posicao horizontal. e

Como o conjunto estava em repou- ".
so, a velocidade do centro de mas-
sa é nula. < X >

O sapo salta para direita e a tabua se move para esquerda com velocidade V.

mv cos 8

(m+M)vCM:O:mvcost9—MV 0 V= v

O sapo ira permanecer no ar um tempo t, e portanto o tempo de subida sera metade
desse tempo de voo, logo:
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2 né
v, =vsen9—gBt—H o t=2Yseny
RO g
Desse modo, o deslocamento horizontal x do sapo, sera:
Xx=(vcosO)t

e o deslocamento horizontal da tdbua L - x, sera:

L—-Xx :Vt:MB
O M U

ou seja:
L:(vcos@)t+m(vcose)t =B-+m@vcose B_ m@v 2vsen9
M O M 0 M g
ﬁEH Esenze
g0
ou seja:

gL

EL+EE5en29
O MO

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo
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Dois blocos de massas 1kg e 3kg respectivamente, ligados por uma mola, estdo
em repouso em uma superficie sem atrito. Em um certo instante sédo projetados um
na direcdo do outro de tal forma que o bloco de 1kg viaja inicialmente com uma
velocidade de 1,7m/s em dire¢do ao centro de massa, que permanece em repouso.
Qual a velocidade inicial do outro bloco?

Ms = 3kg w1
vy =1,7m/s >

X

De maneira geral temos que:

M aCM = I:EXT

A partir da equacéo anterior temos que quando a resultante das forcas externas for
nula a velocidade do centro de massa sera constante. Mas como o0s blocos estavam
inicialmente em repouso, a velocidade do centro de massa sera nula:

Mv,, =MV, +M,v, =0
ou seja:
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Mas V, =i17m/s , logo

v, :—f%ﬂ 0 v, =-i5lm/s

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

37 |Uma vagao plataforma de peso P pode rolar sem atrito em um trecho reto e plano
da linha férrea. Inicialmente, um homem de peso p esta de pé no carro, que se
move para a esquerda com velocidade vy . Qual a variagéo da velocidade do vagao
guando o homem corre para a esquerda com uma velocidade vgg. em relacdo ao
vagao?

M = P/g <+
m = p/g

O momento inicial do conjunto é: <

—

P =(m+M)V,

Vamos considerar o homem passe a ter uma velocidade iv e que o vagao passe a
ter uma velocidade iV . O momento final do sistema sera:

P, =MV +mv

Mas a velocidade do homem em relacdo ao vagao, ou seja a velocidade relativa é
definida de tal modo que:

V=V 4V,
ou seja:

—

P. =MV +mlV +V,. )

Considerando que quando a resultante das forcas externas for nula o momento total
deste sistema se conserva, temos que:

(m +M)‘70 = M\7 +m67 +\7REL): (m +M)‘7 +m\7REL

_ - m -
Vo =V + Virel
m+M
Z N7 - _ m - _ P -
AV _V_Vo - Veer =~ Vel
m+M p+P
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