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Prof. Romero Tavares da Silva

12. Rolamento, torque e momento angular

Rolamento

Considere um aro de raio R, rolan-
do sem deslizar em uma superficie plana
horizontal. Quando essa roda girar de um
angulo 6, o ponto de contato do aro com a
superficie horizontal se deslocou uma dis-
tancia s, tal que;

s=R®6

O centro de massa do aro também
deslocou-se da mesma distancia. Portanto,
a velocidade de deslocamento do centro de
massa do aro tem a forma:

_ds _df

=— — O v, =Rw
M dt dt

Vv

De maneira equivalente podemos
encontrar a forma da aceleracdo do centro
de massa do aro:

— dVCM - RdW

a -
M dt dt

0 a, =Ra

O rolamento descrito como uma combinacao de rotacéo e translacao

=Veu
V =V,
V ="Vey \Vi :\7CM
Movimento  puramente Movimento puramente

rotacional , todos os
pontos da roda movem-
se com a mesma
velocidade angular.

Cap 12

translacional , todos os
pontos da roda movem-se
para a direita com a mesma
velocidade.
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O movimento de rola-
mento da roda é uma
combinac¢éo dos dois mo-
vimentos anteriormente
descritos.



Prof. Romero Tavares da Silva

O rolamento visto como uma rotacdo pura

O rolamento pode ser entendido
como uma rotacdo pura se observarmos
gue a cada instante o corpo esta girando
em torno de um eixo instantaneo, que passa
pelo ponto de contato entre esse corpo e a
superficie que o suporta. Esse eixo é per-
pendicular a direcdo do movimento.

A velocidade do centro da roda é

Vem =WR

e a velocidade do topo da roda é
Eixo instantaneo de rotacao
VTopo =W (2R) = 2 VCM

A energia cinética

Um corpo que rola sem deslizar pode ser visto a cada instante como girando em
torno de um eixo instantaneo que passa pelo ponto de contato desse corpo com a super-
ficie que o suporta, e esse eixo € perpendicular a dire¢do do movimento. do corpo. Desse
modo, a sua energia cinética tem a forma:

=1|W2
2

onde | € o momento de inércia do corpo em relacdo ao eixo mencionado. Observa-se
esse movimento como consistindo apenas de rotagao.
Mas se levarmos em conta o teorema dos eixos paralelos:

| = lem + M R?
a energia tera a forma:

K :%ICMWZ +%MV§M

Desse modo, observa-se esse movimento como consistindo de uma composi¢céo
rotagao + translagéo .

Torque

A figura abaixo mostra uma particula localizada pelo vetor posicdo r , sob a acdo
de uma forca F . O torque exercido por essa for¢a sobre a particula € definido como:

T=rxF

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 3



Prof. Romero Tavares da Silva

@ Convencao para simbolizar um vetor R

saindo perpendicular a folha. z
Convencao para simbolizar um vetor

® entrando perpendicular a folha.

y A

=l

Momento angular

O momento angular de uma parti-
cula de massa m localizada pelo vetor po- A
sicdo r , que tem momento linear p & z

definido como:

—

L=rxp

Existe uma conexdo entre o mo- y
mento angular de uma particula e o torque
associado a forca resultante que atua sobre
ela. Vamos considerar a variagdo do mo-
mento angular no tempo:

Mas

Ol
Q.
Il

=0

2]

[«

~—+
X
gofl
1
<
X
o
1
3
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X
<

=F =Forca resul tante

g
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Prof. Romero Tavares da Silva

logo:
d_ =r x If N d_ =T
dt dt
Rotagéao Translagéo
Equivaléncia
L=rxp - p
T=rxF - E
T = d_ [E = d_p
dt - dt

Momento angular de um sistema de particulas

Quando estamos considerando um sistema de N particulas, 0 momento angular
total € dado por:

z

De modo equivalente a analise do caso de apenas uma particula, vamos calcular a
variagdo do momento angular total com o tempo:

e
SabiELE

L, S r P, - L=
d_':i(rixpi):d_'xpl rlxdizmvi )<Vi+['|)<|:I
dt dt dt dt

Mas
di — lfl — lfilNT + FIEXT
dt
ou seja
di :Fi xlfilNT +Fi >(lfiEXT — .r.iINT +.l:»iEXT
dt
d_l:: S FINT 4 S 7 EXT
dt £ | £ |
logo
d_L = FINT 4 pEXT
dt

Vamos mostrar que o torque interno é nulo. As forcas internas surgem aos pares
como interagdo entre os pares de particulas, ou seja:

lfilNT — Ji:lﬂ
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Mas

ou seja:

Mas usando-se a terceira Lei de Newton, temos que f =-f

ij ji?

logo

=INT _ - = e
= Zl.(ri —rj)xf”.]
18]
onde (Fi —ﬁ) € um vetor contido na reta que une as particulas i e j, e essa reta tam-
bém contém a forca f, . Portanto o produto vetorial € nulo pois os dois vetores sdo para-
lelos, e finalmente podemos concluir que

.fINT - 0
Desse modo, concluimos que
dl _ .
— =7 EXT
dt

e essa equacao tem a sua equivalente no movimento de translacao:

ap
dt

_ IEEXT

Momento angular de um corpo rigido

Para calcular o momento an-
gular de um corpo rigido que esta gi-
rando em torno de um eixo ( neste z
caso eixo z ) com velocidade angular
w , vamos dividi-lo em pequenos vo-
lumes AV; cada um com uma massa
Am; , que tem momento linear p, e
estdo localizados pelo vetor posicao
r. . O momento angular desta pequena

massa €é:

—

Li:ﬁxﬁi y

Observe-se que o angulo entre os ve-
tores r, e p, é 90°. Desse modo:

Li =hipi=rhv Ami
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Prof. Romero Tavares da Silva
Para calcular a componente z do momento angular, temos que:
Li; =Lisenf@=(risen6) vi Am; = r; g v; Am; = t; (W ;i ) Am;
ou seja:

_ 2
Li; =w Am; rig

L, =YL, =w}) Am, r’

Mas
I'=Lim Y Am;rg = [ridm

Am; -0

onde ri; é a componente do vetor posicdo da massa Am; perpendicular ao eixo de rota-
¢cao, ou seja € a distancia da massa Am; ao eixo de rotacdo, e portanto temos a nossa
definicdo original de momento de inércia. Desse modo:
L=Ilw
onde omitimos o indice z do momento angular pois iremos tratar apenas de situacdes
onde o momento angular de um corpo rigido sera paralelo ao eixo de rotacdo (analisare-
mos apenas situacdes onde 0 momento de inércia € uma grandeza escalar).
Estaremos interessados em situacdes onde

L=Iw

e ainda:

Conservacao do momento angular

Quando consideramos um sistema de particulas, a variagdo do momento angular
total é igual ao torque externo.

Se esse sistema estiver isolado, ou seja se o torque externo for nulo, 0 momento
angular total sera uma constante.

?j—lt' =0 O L =constante

Esse resultado é o equivalente da conservacdo do momento linear total, e tem um
significado e importancia similar.
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo |

01 |Um tubo de paredes finas rola pelo chio. Qual é a raz&o entre as suas energias Ci-
néticas translacional e rotacional, em torno de um eixo paralelo ao seu comprimento
e que passa pelo seu centro de massa?

Inicialmente vamos calcular o momento /Lz\
de inércia do tubo mencionado, supondo
que ele tenha raio R e comprimento L.

dm =0 dS = o[(RdO)L] = o LRd6

| = [r°dm = 1"R2(a LRd6) = aR3L1nd9

| =M RL(r) O |=MR’
[RTRLO
1
< 2™ MER)
B = =g
< 1, MRY)w

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicédo |

02 |Um aro com um raio de 3m e uma massa de 140kg rola sobre um piso horizontal
de modo que o seu centro de massa possui uma velocidade de 0,150m/s . Qual é o
trabalho que deve ser feito sobre o aro para fazé-lo parar?

lem = M R? R=3m
M = 140kg

K = %lwwz +%MV§M Vem = 0,15m/s

Considerando que vew =w R, temos que:
1 2 2 1 2 2
K = E(MR w +EM(W R) =Mv2, = 3,15

W =AK =K - K, =-K;=-3,15]
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Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

07 |Uma esfera solida de peso igual a P = 35,58N sobe rolando um plano inclinado, cujo
angulo de inclinagéo é igual a 6= 30° . Na base do plano, o centro de massa da es-
fera tem uma velocidade linear de v = 4,88m/s .

a) Qual é a energia cinética da esfera na base do plano inclinado?
1 1
K= ElCMWZ +§MV§M
Como vem=wWR

= 2R et

2] MR2 0
Para a esfera temos que |, = %MR2 , logo a energia cinética tera a forma:
K= %MvéM = lEva =60,52J

b) Qual é a distéancia que a esfera percorre ao subir o plano?

7 2
E =E. O --Mv =Mgh O h='Yo-170m
10 109
h TV
sen@ log sen@

h=dsenf [0 d-= =3,4m

c) Aresposta doitem b depende do peso da esfera?

Como vimos na deducéo anterior, a resposta ndo depende do peso.

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

11 | Uma esfera homogénea, inicialmente em repouso, rola sem deslizar, partindo da ex-
tremidade superior do trilho mostrado a seguir, saindo pela extremidade da direita. Se
H=60m, h =20m e o extremo direito do trilho é horizontal, determine a distancia L
horizontal do ponto A até o ponto que a esfera toca o chao.

2 A
QM=gMR2
1 H
K==I,w? Mv¢,
2 h
1H4 L ﬁﬂ \ 4 A
“20 MR P S

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 9
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|:| 2

0 h:g; 0 t= 2_h
H g

[l

O 2h
%-:VCMt O L:VCM E

ou seja:

L = /L (|:_h) = 47,80m

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

13 | Uma bolinha de gude sélida de massa m e raio r rola sem deslizar sobre um trilho
mostrado a seguir, tendo partido do repouso em algum ponto do trecho retilineo do
trilho.

a) Qual é a altura minima h , medida a partir da base do trilho, de onde devemos
soltar a bolinha para que ela néo perca o contato com o trilho no ponto mais alto
da curva? O raio da curva € R e considere que R >>r.

A condicéo para que a bolinha nao per-
ca contato € que a normal seja nula na A
parte mais alta, ou seja que 0 peso seja
a Unica forca radial, e desse modo te-
remos: h

Vem 2 R.:
P=mg=m R 0 vew =Rg S [6)

Mas como o sistema é conservativo, a
energia mecanica sera conservada:

0 U, =U, +K,
ou seja
mgH = mg(2R)+lmv§M = mg(2R)+lm(Rg):2—7ng 0 H=27R
10 10 10

b) Se a bolinha for solta de uma altura igual a 6R acima da base do trilho, qual
sera a componente horizontal da for¢ca que atua sobre ela no ponto Q ?

Usando a conservacdo da energia mecanica entre os dois pontos, temos que:
E,=E, O mg(6R)=mgR +%mvg 0 v? :§Rg

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 10
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A forga horizontal no ponto Q é a propria forca radial nesse ponto, logo:

-MEO%¢H 0 F, =P mg
RO7 7

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

27 | Dois objetos estdo se movendo como mostra a figura a seguir. Qual € o seu mo-
mento angular em torno do ponto O ?

m; = 6,5kg m, = 3,1kg 1
vi =2,2m/s vy = 3,6m/s .—> A
r,=15m r,=2,8m A

~

%1 :ml 1 :|m1V1 ?2 :mz 2 :szvz ! V2
o n 0 = ‘

=jr,

L . ~ Ox< r2
E 1:rlxpl:(Jxl)mlrlvlz_kmlrlvl
0
EZZ:ﬁzxﬁz:(ixj)m2r2V2:+km2r2V2
y
- .. A
L=L +L,
my
L =k (m,v,r, -my,r,) ’ Vi
A
L=k 9,798kg.m" /s r v,
mo
)
» >

Capitulo 12 - Halliday e Resnick - Edicao antiga

32 | Mostre que um cilindro deslizara sobre um plano inclinado, cujo angulo de inclinagéo
€ 6, quando o coeficiente de atrito estatico entre o plano e o cilindro for menor que
(tan6)/3 .

EN—mgcosB:O
U

Bng senf -F, =ma

Quando estamos interessado em calcular

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 11
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o torque em relagdo a um eixo que coincide com a reta de contato entre o cilindro e o
plano, devamos notar que apenas a forca de atrito produz um torque em relacao a
esse eixo. A medida que aumenta a inclinag&o vai aumentando a forca de atrito esta-
tico necessaria para evitar o deslizamento. Ni limite, antes do deslizamento, temos
que F, = (Fa)m = He N .A maior aceleracdo que o cilindro podera ter sem deslizar é
definida pela condigé&o:

lema < FaR

A condicéo de deslizamento é:
FaR < lIlecma

Usando a segundo lei de Newton poderemos calcular a aceleracdo angular o :

mgsenf- e mgcosd=ma=maR

a == (senf - i cosB)

X |a

Logo:

(u.mg cosB)R <L, %(sene - U cos@)g

Uz cosO(MR? + Icy ) < lem sen@

“*Eﬁ%”‘”e

Considerando que o momento de inércia do cilindro € mR?/2 , teremos:

1
U <§tan6

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo |

44 | Trés particulas, cada uma de massa m, sdo presas umas as outras e a um eixo de
rotagéo por trés corddes sem massa, cada um de comprimento L , como mostra a
figura a seguir. O conjunto gira em torno do eixo de rotagdo em O com velocidade
angular w , de tal forma que as particulas permanecem em linha reta.

Quais sao, emtermosde m,L e w e rela-
tivamente ao ponto O
a) O momento de Inércia do conjunto?

l=mL%+m(2L)* + m (3L)* = 14 m L?

b) O momento angular da particula do meio?

Se definirmos o eixo z como sendo perpendicular a folha de papel e saindo dela, o
momento angular das trés particulas estardo no sentido positivo do eixo z .

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 12
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Lo=lbw=4mL*w
c) O momento angular total das trés particulas?

L=lw=14mL%w

Capitulo 12 - Halliday e Resnick - Edicdo antiga

45 |Um cilindro de comprimento L e raio r tem peso P . Dois corddes sdo enrolados
em volta do cilindro, cada qual proximo da extremidade, e suas pontas presas a gan-
chos fixos no teto. O cilindro é mantido horizontalmente com os dois corddes exata-
mente na vertical e, em seguida, é abandonado.

a) Determine a aceleracao linear do cilindro durante a queda.

Fi=F,=F

Como a forgca peso nado produz torque
em relacdo ao eixo de rotacdo, temos
que:

T=2Fr=la O leﬁ
2r

RN}

Considerando as forcas que atuam no
cilindro, da segunda lei de Newton te-

mos que:
P+F, +F, =Ma
ou seja:
P-2F=Ma
Mg -2H22 H= Ma £ A
Rr° 0 _
W
| : ;
= aBL+ H v
I M o >
P
a= g |
1+
Mr ?
. . . Mr ?
Considerando que o momento de inércia do cilindro tem a forma | = >

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 13
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encontramos que

b) Determine a tensdo em cada corddo enquanto eles estdo se desenrolando.

Mostramos anteriormente que:
la

F =
2r?

logo
_Mr? o1 29 _
2 2r* 3 6

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

46 |Asrodas A e B da figura a seguir estdo conectadas por uma correia que néo desli-
za. O raio daroda B é trés vezes maior que o raio da correia A.

a) Qual seria a razdo entre os momentos de inércia I / I se ambas tivessem o
mesmo momento angular?

g = 3 'n
Como as duas rodas estao conectadas,

as velocidades das suas bordas serao A
iguais, ou seja:

Va = VB
ou seja:
w r
w,r, =w.r, 0 —-2=-2=3 0 w,=3w,
WB rA
La=Ilawa
Lg = lg Wg
Como La=Lg
I w I 1
lw,=l,w, O 2=—Lf 0 A==
. w, I, 3

b) Qual seria a razdo entre 0s momentos de inércia Ia / I se ambas tivessem a
mesma energia cinética de rotacdo?

Como Ka=Kg

N~
—
=
>N
I
N
—
=
(eI NY
[
o |5
I
> w
[T1T17]
[
|
Il
O
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Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

49 |Um jogador de boliche principiante joga uma bola de massa M e raio R =11lcm na

pista, com velocidade inicial vo = 8,5m/s . A bola é arremessada de tal maneira que

desliza uma certa distancia antes de comecar a rolar. Ela ndo esta girando quando
atinge a pista sendo o seu movimento puramente translacional. O coeficiente de atrito
cinético entre ela e a pista é 0,21 .

a)

Cap 12

Por quanto tempo a bola desliza?

M Vo = 8,5m/s
R=11cm=0,11m Uc = 0,21

Podemos visualizar o movimento da
bola como uma composicdo de movi-
mentos: rotacdo + translacdo , e desse
modo decompor as velocidades:

\Y =VTF{AN +VROT

Cada parte da roda vai ter uma compo-
sicdo de velocidades peculiar, as partes
superior e inferior sdo os extremos de

diversidade:
Vs = VtraN t VROT
V| = VTRAN - VROT

Quando a bola atinge a pista a veloci-
dade de rotacdo é nula, e ela sé tem
velocidade de translagdo vy . A medida
gue a bola comeca deslizar, ela tam-
bém inicia a rotacédo, adquirindo veloci-
dade angular até alcancar o valor w;

@

o

o

o

INF

d
>
\ SUP VTRAN
@cm - @VTRAN +
\ INF VTRAN

5 >

VSUP 2Vl
VCM Vl
v

\Y

ROT:

v ROT

N
F,
P

guando nao mais desliza, tendo um movimento de rolamento sem deslizamento.

Os dois tipos de movimento (rotagdo + translacao) obedecem as equacdes:

romero@Tisica.ufpb.br

v, =wW,R=Rat 0 v,

v?=2Ra)RO) O v?

=a

t

ROT

= 2a'ROT L
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Ao contrario do rolamento com deslizamento, neste caso as velocidades de
translacdo e rotacdo ndo estdo conectadas diretamente. Isso sO vai acontecer
guando cessar o deslizamento, e nesse ponto v; =w; R.

Para o movimento de translagéo, temos a segunda lei de Newton:

Mas
Fa=ucN=pucMg L[ arran=Hcg

Para o movimento de rotacao temos:

T=F,R=I,a0 O F,=uMg-=

a o~

lCM
R 2 T

2
Qgror = Hc9 ?E
cMm

Considerando o que ja foi mostrado, temos que:

%’1 =Rat = aROTtE
\ V, -V a
B 00 t= 1 Yo L0 v, = ROT E/o
HV -v —a.  t H Aror Arran trRan T ror
17 Yo TRAN
ou seja:
— Vo — Vo

aTRAN +aROT ucg§+ l\fRz E
CM

, 2
Considerando que para a esfera |, = c MR? encontramos que:

2v,
749

t= =1,18s

b) A que velocidade esta se movendo quando comeca a rolar?

O R? 5
vV, =Rat =a.,t = .9 =—H.9=6,07m/s
8 (i 2

c) Qual a distancia que ela desliza na pista?

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 16
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2 2 2 2
V., -V VvV, —
V12 = Vg - 2aTRAN

280y 2HcO
d) Quantas revolugdes fez antes de comecar a rolar?

d 0 d=""Y1 Vo™ _ggonm

w?=w2+200 O (WR) =2@R)RO) O v?=2a,,L
2 2 2
L=t =2a, ' =N@R) O N=_= Beort . 1 uchMR
2a,,, 2 2R 2 4R Hl,,
2
N = 2K 5 1grey
8TR

Cap 12 romero@fTisica.ufpb.br
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