UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA
CENTRO DE PESQUISA EM GEOFisSICA E GEOLOGIA
INSTITUTO DE GEOCIENCIAS

METODOS ELETRICOS

Notas de Aula

por

Hédison Kiuity Sato

Salvador, abril de 2002



Sumario

1.1

1.2
1.3
1.4

2.1
2.2

2.3

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5

Conceitos Fundamentais

Fundamentos . . . . . . . . ..
1.1.1 Equacoes de Maxwell . . . . . . . . ... .. ...
1.1.2  Relagoes constitutivas . . . . . . . .. ..o
1.1.3 Conservacao da carga elétrica . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.1.4 Condigoes estaciondrias . . . . . . . . . .. ...
1.1.5 Condigoes de contorno . . . . . . . . ...
Eletrodo pontual de corrente no espaco condutor . . . . . . . ... ... .. ..
Problemas . . . . . . . .
Referéncias . . . . . . . . .

Método das Imagens

Fundamentos do método das imagens . . . . . . ... ... ... ... ...
Aplicacao ao modelo de duas interfaces paralelas . . . . . . . . ... ... ...
2.2.1 Fonte no meio 1 e potencial nomeio 1 . . . . . .. ...
2.2.2  Fonte no meio 1 e potencial nomeio O . . . . . . . ... ... ... ..
2.2.3 Fonte no meio 1 e potencial nomeio 2 . . . . .. ... ... ... ...
2.2.4  Fonte no meio 0 e potencial nomeio 0 . . . . . . ... ... ...
2.2.5 Fonte no meio 0 e potencial nomeio 1 . . . . . . . ... ... ... ..
2.2.6  Fonte no meio 0 e potencial nomeio 2 . . . . ... ... L.
2.2.7 Fonte no meio 2 e potencial nomeio 2 . . . ... ...
2.2.8 Fonte no meio 2 e potencial nomeio 1 . . . . . ... ...
2.2.9 Fonte no meio 2 e potencial nomeio 0 . . . . . ...
Problemas . . . . . . .

N Interfaces Paralelas

N interfaces paralelas . . . . . . . . . . ... oL
Solucao da equacao de Laplace. . . . . . . . . . . ... L.
Condigoes de contorno . . . . . . . .. ..o
3.3.1 Condigoes no infinito . . . . . . . ...
3.3.2 Condigoes de contorno nas interfaces . . . . . .. ... ... ... ...
3.3.3 Condicoes relativas a fonte de corrente . . . . . . . ... ... ... ..
Solucao do sistema de equagoes . . . . . . . .. L.
3.4.1 Recorréncia a partir da interface 0. . . . . . . ... ... ... ...
3.4.2 Recorréncia a partir da interfacen—1 . . . . .. . .. ... ... ...
Potenciais elétricos . . . . . .. ..
3.5.1 Potenciais elétricos nas camadas Oam . . . . ... ... ........
3.5.2 Potenciais elétricos nas camadasmamn . . . ... ... ... ...

i



ii Hédison Kiuity Sato — CPGG/UFBA

3.6 Problemas . . . . . . ...
3.7 Referéncias . . . . . . .
4 Eletrorresistividade
4.1 Eletrorresistividade . . . . . . . . ..
4.1.1 Fonte na superficie de um semi-espago condutor . . . . . . . . .. ...
4.1.2 Resistividade aparente . . . . . . ... .. L Lo
4.1.3 Arranjo de eletrodos . . . . . ... L
4.1.4 Modelo geoelétrico de camadas horizontais . . . . . . . . . ... .. ..
4.1.5 Curvas de resistividade aparente para camadas horizontais . . . . . . .
4.1.6 Interpretacao por coincidéncias parciais . . . . . . .. ... ... L.
4.2 Problemas . . . . . ...
4.3 Referéncias . . . . . . .
5 Métodos Numéricos
5.1 Integracao com filtragem digital . . . . . . . ... ... oL
5.1.1 Série de Fourier . . . . . . . ..o
5.2 Diferencas finitas . . . . . . ..o
5.2.1 Modelagem 3-D . . . . . ..o
5.3 Referéncias . . . . . . ..
6 Polarizacao Elétrica Induzida
6.1 Historico . . . . . . . . e
6.2 Fendomeno Macroscopico . . . . . . . . ...
6.3 Fenomeno Microscépico. . . . . . . . ..
6.4 Dominio da Freqliéncia . . . . . . . . . ...
6.5 Equipamentos . . . . . . ..
6.6 Formas de Representacao . . . . . . . . . . ... o
6.7 Modelagem . . . . ...
6.8 Referéncias . . . . . . . L

A Formulagao

33
33
33
33
34
36
38
41
o1
o1

53
33
93
26
o6
64

65
65
65
65
65
65
65
65
65

67



Lista de Figuras

1.1
1.2

2.1
2.2
2.3
24

2.5
2.6

2.7

2.8

29

3.1

3.2
3.3

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

Continuidade do potencial elétrico . . . . . . . . . . ... ... ... .. ....
Continuidade da densidade de corrente elétrica normal . . . . . . . . . . . ..

Fonte luminosa ou fonte de corrente elétrica e dois semi-espagos . . . . . . . .
Modelo de trés camadas paralelas . . . . . . . . ... ... L.
Fonte de corrente I na camada intermediaria do modelo de trés camadas hori-
zontals . . ..o L
Dois primeiros raios de cada familia de raios indo da fonte de corrente I (no
meio ) ao observador em P (nomeio 1) . . . . . . ... ...
Imagens da fonte de corrente na familia A . . . . .. ... ... .. ... ...
Dois primeiros raios de cada familia de raios indo da fonte de corrente I (no
meio 1) ao observador em P (nomeio 0) . . . . . . ... ... ... .. ... .
Dois primeiros raios da familia de raios indo da fonte de corrente I (no meio 0)
ao observador em P (no meio 0), com sucessivas reflexées . . . . . . ... ...
Dois primeiros raios dos dois grupos de raios indo da fonte de corrente I (no
meio 0) ao observador em P (no meio 1), com sucessivas reflexées . . . . . ..
Dois primeiros raios do grupo de raios indo da fonte de corrente I (no meio 0)
ao observador em P (no meio 2), com sucessivas reflexées . . . . . . ... ...

Modelo de n-camadas horizontais com a fonte de corrente localizada no interior
dacamada m . . . . . .

Fungoes de Bessel Jo(z) e Yo(x) . . . . . oo oo
Superficie cilindrica envolvendo a fonte de corrente . . . . . . . ... .. ...

Arranjos de eletrodos. . . . .. ..o
Resistividades aparentes Wenner e Schlumberger em funcao do espagamento a,
para o caso de duas camadas horizontais com p; = 1, h; = 1, e diversos valores
de po . .
Resistividades aparentes Schlumberger em fungao do espacamento a, para o
caso de trés camadas horizontais, tipoH . . . . ... .. .00
Resistividades aparentes Schlumberger em fungao do espacamento a, para o
caso de treés camadas horizontais, tipo K . . . . . .. ... 00000
Resistividades aparentes Schlumberger em fungao do espacamento a, para o
caso de trés camadas horizontais, tipo A . . . . .. ... ...
Resistividades aparentes Schlumberger em funcao do espagamento a, para o
caso de trés camadas horizontais, tipo Q . . . . . . . ... ..
Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados
do tipo A relativo ao arranjo Wenner . . . . . . ... ...

111



v

Hédison Kiuity Sato — CPGG/UFBA

4.9 Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados
do tipo H relativo ao arranjo Wenner . . . . . . . . .. ... ...
4.10 Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados
do tipo K relativo ao arranjo Wenner . . . . . . . ... ... L.
4.11 Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados
do tipo Q relativo ao arranjo Wenner . . . . . . .. ... ...
4.12 Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados
do tipo QH relativo ao arranjo Wenner . . . . . . . . ... ... ... ... ..
4.13 Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados
do tipo QH relativo ao arranjo Wenner . . . . . . . . ... ... ... .. ...
4.14 Quadro das etapas da interpretacao da sondagem elétrica vertical, arranjo
Wenner, ilustradas nas figuras 4.12 e 4.13 . . . . . . . . . .. oL

5.1 Onda quadrada . . . . . . . . . ..
5.2 Onda triangular . . . . . . . ...
5.3 Grade tridimensional com L Xx M x N nés . . . . . ... ... ... ... ...
5.4 Elemento de volume AV} associado a um né (4, j, k) interiora R . . . . . . .
5.5  Elemento de volume associado ao n6 na superficie inferior da regiao R . . . . .
5.6 Volume associado ao n6 da aresta (¢, M, N) . . . . . . .. ... ... ... ...
5.7 Volume associado ao né da quina (L, M,1) . . . ... ... ... ... ... ..



Lista de Tabelas

2.1 Localizacao e coeficiente de reflexao global de cada imagem ¢ para o caso da
fonte na camada intermediaria do modelo de trés camadas paralelas . . . . . .



Capitulo 1

Conceltos Fundamentais

1.1 Fundamentos

1.1.1 Equacoes de Maxwell

Os fenomenos eletromagnéticos podem ser descritos com base em cinco campos vetoriais: B,
H., D, E e J. Esses cinco campos vetoriais relacionam-se através das equacgoes de Maxwell:

oD
H = - 1.1
V x J + 5 o (1.1)
0B
E = —. 1.2
V x o (1.2)

Os nomes dos campos vetoriais eletromagnéticos e suas unidades sao:

Campo Descricao Unidades
B inducao magnética weber /m?
H campo magnético A/m
D vetor deslocamento elétrico C/m?
E campo elétrico V/m
J densidade de corrente elétrica A /m?

As equagoes de Maxwell sdo equagoes desacopladas. O acoplamento é conseguido através
de relagoes constitutivas, empiricas, que reduzem o nimero dos campos de cinco para dois.
Essas relacoes devem ser escolhidas de forma adequada com as caracteristicas dos materiais
terrestres. Na maioria das aplicagoes, elas sao escolhidas de forma que representam regioes
isotropicas, homogéneas, lineares, e independentes de temperatura, pressao e tempo.

1.1.2 Relacoes constitutivas

Além das relagoes constitutivas mostradas a seguir, outras, exéticas  (Keller, 1987), existem
mas, normalmente, nao sao consideradas da geofisica de exploracao.

1



2 Hédison Kiuity Sato — CPGG/UFBA

Relacao J e E — Lei de Ohm

Nas condigoes fisicas encontradas no ambiente superficial da Terra, as formas de cargas
elétricas livres mais importantes sao os elétrons nos minerais metélicos e os fons contidos
nas solucgoes eletroliticas inclusas nos poros, fissuras e fraturas das rochas. A ocorréncia des-
sas cargas elétricas, livres para se deslocar sob a acao de campos elétricos, caracteriza um
meio condutivo. Porém, se acompanhassemos a trajetéria de uma dessas cargas, veriamos
que ela seria bastante complicada. Além da forga elétrica, a particula carregada interage
continuamente com o meio do qual ele faz parte mas, estatisticamente, podemos admitir uma
velocidade média de deslocamento. Considerando uma taxa de deslocamento de cargas por
unidade de drea, podemos definir a densidade de corrente elétrica J como uma funcao do
campo elétrico FE. E comum entao, adotarmos uma dependéncia linear, na forma

J=0E. (1.3)

A constante de proporcionalidade ¢ é denominada condutividade elétrica e, sua inversa,
p = 1/0, resistividade elétrica. Em meios isotrépicos, o é uma grandeza escalar, enquanto
que, em meios anisotropicos, € um tensor.

Relacao B e H

Na maioria das situagoes, uma relagao entre a indugao magnética B e o campo magnético H
é adotada na forma
B =uH, (1.4)

onde o parametro p é constante, conhecido como permeabilidade magnética. Mesmo sem a
presenca de matéria, este parametro existe e vale 47 x 10~7 H/m.
Relacao D e E

De forma similar, a relagao entre o vetor deslocamento elétrico D e o campo elétrico E
obedece, na maioria das situacgoes, uma relacao linear do tipo

D = ¢E, (1.5)

onde o parametro € é constante, conhecido como permissividade elétrica. No vacuo, vale
8,854 x 10712 F/m.

No ambiente terrestre, este parametro é fortemente controlado pela presenca da agua,
podendo apresentar variacoes de quase duas ordens de grandeza, pois €45ua ~ 80€.

1.1.3 Conservacao da carga elétrica

Supondo que S é uma superficie fechada e considerando que nao existem fontes de cargas
elétricas no volume contido pela superficie, a corrente elétrica total que flui para fora desta
superficie deve ser igual a taxa de decréscimo da carga elétrica () contida no volume interior

a essa superficie, ou seja,
j{J' ds = —8—Q; Q= /qdﬁ. (1.6)
s ot 9

onde ¥ é o volume delimitado pela superficie S. Fica entendido que ¢ representa apenas
as cargas livres, ou seja, J nao inclui movimentos de cargas de polarizacao. A integral de
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superficie pode ser reescrita com uso do teorema da divergéncia, e a derivada em relacao ao
tempo pode ser transferida para o integrando, desde que o volume ¥ encontre-se fixo. Assim,

temos que
j{J-ds:/V-Jdﬁ:—/@dﬁ, (1.7)
s 9 9 Ot

que por ser valido para qualquer volume 1), permite escrever a “equacao da continuidade”,

Jdq
. —_— 1-
VTt =0, (1.8)

que é uma expressao do principio da conservacao da carga elétrica.

1.1.4 Condigoes estacionarias

Em condicoes estacionarias, as derivadas em relagao ao tempo se anulam e as equagoes de
Maxwell e da conservacao da carga elétrica reduzem-se a:

VxE = 0 e (1.9)
v-J = 0. (1.10)

O fato do rotacional do campo elétrico ser nulo implica que ele é conservativo, ou seja, existe
uma funcao escalar V, potencial, tal que

E=-VV. (1.11)
Considerando a lei de Ohm para meios isotrépicos e lineares, podemos escrever que
V-J=V-(cFE)=0. (1.12)

Combinando essas duas ultimas equagoes, podemos escrever que o potencial elétrico V deve
satisfazer o seguinte:

V- (eVY) = 0,ou (1.13)
Vo-VV+oVV = 0. (1.14)

Se a regiao em estudo apresentar a condutividade constante e diferente de zero, a equagao a
ser satisfeita pelo potencial elétrico é a equacao de Laplace:

V2V = 0. (1.15)

1.1.5 Condicoes de contorno

Nos casos estacionarios, duas condigoes devem ser satisfeitas ao longo das interfaces sepa-
rando dois meios condutivos: (i) o potencial elétrico deve ser continuo através da interface, e
(ii) o componente de J (densidade de corrente elétrica) normal & interface, também deve ser
continua através da interface. Seguindo Grant e West (1965), a primeira condigao estabe-
lece que o trabalho para colocar um carga em um dos lados da interface nao deve diferir do
trabalho para colocar a mesma carga no outro lado da interface, tratando-se de uma mera
particularizacao do principio da conservacao de energia. A outra condigao de contorno exige
que a taxa de concentragdo da carga elétrica seja nula na interface (ou em qualquer outro
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local), a menos que exista uma fonte de cargas. Isto nada mais é do que o principio da
conservacao da carga elétrica.

Além disso, estas duas condigoes de contorno podem ser deduzidas através de um processo
formal. Assim, com relacao a primeira condicao, vamos considerar a circulagdo do campo
elétrico ao longo de um contorno fechado na vizinhanca da interface, conforme mostra a
figura 1.1. Assim, usando o teorema de Stokes, temos:

meio 1

Figura 1.1: Continuidade do potencial elétrico

%E-dfz/n-VxEdS:(). (1.16)
S S

Assim, no limite quando a largura do circuito fechado se anula,

/E-dE:—/E-dé, (1.17)
a b

ou seja, V; = V. Com relacao a segunda condi¢ao, na medida em que nao existem fontes de
cargas elétricas, o fluxo da densidade de corrente através de uma superficie qualquer fechada
S é nulo:

fJ-ndSzo. (1.18)
S

Considerando que a superficie S tem a forma de um disco achatado contendo uma parte da
interface, conforme ilustra a figura 1.2, no limite em que a espessura do disco torna-se nula,
teremos que

J-ni+J-ny=0, (1.19)

ou seja, a continuidade do componente normal a interface do campo densidade de corrente
elétrica.

meio 1 n

Figura 1.2: Continuidade da densidade de corrente elétrica normal

1.2 Eletrodo pontual de corrente no espaco condutor

A situacao de um eletrodo pontual de corrente I no interior de um espago condutor homogeéneo
e isotrépico, de condutividade o, gera condicoes de simetria esférica. Portanto, é conseqiiente
pressupor que o potencial elétrico V deva ser, apenas, uma funcao de R, distancia relativa
ao local em que se encontra o eletrodo pontual. Isto implica que o campo elétrico é radial,
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como também é a densidade de corrente elétrica. Assim, a fim de solucionar o problema,
vamos montar uma equacao que preserve a corrente elétrica, considerando que o fluxo de
corrente através de uma superficie fechada S com o eletrodo de corrente em seu interior, deve
se igualar a intensidade da fonte de corrente I (eletrodo pontual). Isto pode ser escrito como

7{ J-ds=1. (1.20)
S

Considerando um sistema de coordenadas esféricas (R, 0, ¢) cuja origem coincide com o ele-
trodo pontual, e admitindo-se que S é uma superficie esférica (de raio R) cujo centro coincide
com o eletrodo pontual, a integral de superficie é facilmente resolvida, permitindo escrever

4rR? jp = I ou
jr = I/AnR*. (1.21)

Levando-se em conta a simetria, a lei de Ohm e a dependéncia entre E e V, temos que

. ov
T (1.22)

Assim, igualando essas duas ultimas expressoes, podemos integrar a equacao resultante e,
supondo que o potencial se anula ao distanciar-se da fonte, escrever
1/0)1 I
,_Gor

= 1.2
A7 R 4R (1.23)

Se tivéssemos mais de um eletrodo de corrente, o potencial seria avaliado como a soma
dos potenciais individuais de cada eletrodo pois a equacao de Laplace é linear e a soma de
duas ou mais solucoes também é uma solucgao.

1.3 Problemas

1. Demonstre que a fungao f(R,0,¢) = 1/R, onde (R, 0, ¢) sao coordenadas esféricas, sa-
tisfaz a equacao de Laplace. A seguir, fazendo R = v/r? + 22, onde (r, 0, z) sd@o coordenadas

cilindricas, redemonstre em coordenadas cilindricas. Finalmente, fazendo R = /22 + y? + 22,
redemonstre em coordenadas cartesianas.

2. Demonstre que, dadas duas fontes de corrente de igual intensidade colocadas nos pontos
A e B, o campo elétrico E nos pontos P equidistantes de A e B é tal que o produto escalar

de E pelo vetor AB é nulo. O que isso significa?

1.4 Referéncias

Grant, F. S. e West, G. F. (1965) Interpretation theory in applied geophysics, MacGraw-Hill.

Keller, G. V. (1987) Rock and mineral properties, In: M. N. Nabighian, ed., Eletromag-
netic methods in applied geophysics — Theory, vol. 1, pp. 13-51, Society of Exploration
Geophysicists.
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Capitulo 2

Método das Imagens

2.1 Fundamentos do método das imagens

As solugoes de problemas elétricos envolvendo situagoes em que volumes de diferentes resisti-
vidades encontram-se em contato, sao complicadas e trabalhosas na sua maioria. De fato, as
solucoes analiticas sao conhecidas para poucos casos, muitas das quais sao obtidas resolvendo-
se a equagao de Laplace. Contudo, algumas situagoes podem ser resolvidas, também, com o
uso do que se denomina “método das imagens”. Este nome foi escolhido dada a analogia que
o fenomeno elétrico guarda com a otica geométrica, considerando que, em ambos, a densidade
de corrente elétrica e a intensidade luminosa diminuem com o quadrado da distancia a uma
fonte pontual.

Para o estabelecimento das regras basicas, vamos considerar as duas situagoes esquemati-
zadas na figura 2.1. A primeira refere-se a uma fonte luminosa, um espelho semi-transparente

Fonte Meio 1 Fonte de Meio 1
luminosa corrente
*
N Nz
R// /
I " I -
magem o magem
Meio 2 Meio 2

Figura 2.1: Fonte luminosa ou fonte de corrente elétrica e dois semi-espagos

e o observador ora no meio contendo a fonte, ora no outro meio. A segunda situacao refere-
se a uma fonte de corrente elétrica pontual colocada num semi-espaco resistivo, em contato
com outro semi-espaco, também resistivo, e o ponto de observacao do potencial ora num
semi-espago, ora no outro.

Quando o observador O encontra-se no meio 1, ele é iluminado com dois raios: um vindo
direto da fonte e outro refletido no espelho semi-transparente, como se tivesse sido emanado
de uma fonte, dita imagem, de intensidade diferente da fonte luminosa original. Se o obser-
vador O encontrar-se no meio 2, ele serd iluminado apenas pelo raio oriundo da fonte com
modificagoes de intensidade, pois atravessa o espelho semi-transparente.

Considerando, agora, a questao elétrica, o potencial V; no ponto P localizado no meio 1
sera composto por duas parcelas. A primeira corresponde ao potencial elétrico devido a fonte,
na forma p;//4w|R|, onde R é o vetor posicao do ponto P em relacao a fonte. A segunda

7
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parcela corresponde ao potencial elétrico devido a imagem, resultante da reflexao, na forma
piI' /Aw|R|, onde R’ é o vetor posi¢ao do ponto P em relagao a imagem, e I’ representa a
intensidade da imagem, diferente de I pois a reflexao nao é perfeita. Assim, podemos escrever
que o potencial sera dado por:

_ pd prd’
~ 47|R|  4n|R/|
Por outro lado, quando o ponto P situa-se no meio 2, o potencial elétrico V5 é determinado
por uma tUnica contribuicao, qual seja, a da “fonte” I” localizada na mesma posicao da fonte
verdadeira. Assim, Vs pode ser expresso por

Vi (2.1)

o I
Vy = poy=ah (2.2)
onde R” é o vetor posicao do ponto P em relacido a “fonte” I”.

Na montagem das duas tltimas expressoes, inserimos duas fontes desconhecidas: I’ e I”,
cujas defini¢coes ocorrerao ao se considerar as restricoes de natureza fisica, quais sejam, a
continuidade do potencial elétrico ao longo da interface, como também, a da densidade de
corrente normal a interface.

A fim de garantir a continuidade do potencial elétrico, vamos igualar o potencial V; a
V,, fazendo simultaneamente, R = R’ = R”, lembrando que a imposicao R = R’ é satisfeita
somente pelos pontos da interface. Assim, temos a seguinte equacao:

Pll Plll PQIH
_ 2.

wR T dnr  anr oM (2:3)

pl(I + I/> = pg]”. (24)

Com relagao a questao da continuidade da densidade de corrente elétrica normal a inter-
face, podemos, inicialmente, escrever as expressoes para essas grandezas considerando: (i) as
definigoes dos potenciais no meio 1 e no meio 2, e (ii) que

§i=(/p)E=—(1/p)VV. (2.5)
Assim, as densidades de corrente nos meios 1 e 2 sao, respectivamente:
1 I
), = R+——R 2.6
h= et T mwptt ¢ (2:6)
]’// y
= R 2.

Definindo m como o vetor unitario normal a interface entre os meios 1 e 2, a imposicao da
condicao da continuidade do componente normal ao longo da interface pode ser escrita como

jl'ﬁ’:jZ"fL? (2-8)

nos pontos da interface. Além disso, a igualdade R = R’ = R garante que se estd examinando
os pontos na interface. Sendo assim, também se tem que

R n=-R -n=R"n.
Essas quatro ultimas equacoes permite-nos concluir que

I-1r=1I. (2.9)
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Considerando a equagao (2.4), temos, entao,

I'= %I, e (2.10)
P2 T pP1
"= {1 - @1 I. (2.11)
P2 T P1

O termo escrito sob a forma de fracao pode ser interpretado como um coeficiente de reflexao
ko1, definido como a fracao refletida para o meio contendo a fonte, dado por

P2 — pP1
ko = . 2.12
T (2.12)

Por conseguinte, 1 — k9; deve ser interpretado como a fracdo que é transmitida do meio 1
)
para o meio 2.
Para finalizar podemos reescrever as expressoes para os potenciais nos meios 1 e 2 como:

p1l p1lkay
= 2.13
Vi iR T 4n|R) (2.13)
p2l (1 — ko)
=== 2.14
VQ 47T’R”’ ( )

2.2 Aplicacao ao modelo de duas interfaces paralelas

Nesta secao, fazendo uso da método das imagens, iremos deduzir a expressao para o poten-
cial elétrico em qualquer ponto da situacao esquematizada na figura 2.2, considerando que a

20 Po
21 1
p2

+z

Figura 2.2: Modelo de trés camadas paralelas

fonte de corrente encontra-se também, alternativamente, em qualquer um dos trés meios ali
representados. Assim, teremos nove expressoes, de acordo com as localizacées da fonte de
corrente e do observador. Obviamente, algumas expressoes guardarao grandes semelhancas
quando consideramos as similaridades qualitativas do posicionamento da fonte e do observa-
dor. Por exemplo, o resultado obtido com a fonte no meio 0 e observador no meio 1 devera
ser semelhante aquele obtido com a fonte do meio 2 e observador no meio 1.

2.2.1 Fonte no meio 1 e potencial no meio 1

Iniciando as dedugoes, vamos considerar a situagao mostrada na figura 2.3, onde encontra-se
representada a fonte de corrente e o ponto P (observador), ambos no meio 1. A solugao
de tal problema através do método das imagens exige uma abordagem cuidadosa pois o
potencial total tem, além da contribui¢ao do potencial direto (p;//47R), um niimero infinito
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zZ =20 ro
z=zrpl;, ————

I R P(r, z) 1
zZ=z1 P2

+z

Figura 2.3: Fonte de corrente I na camada intermediaria do modelo de trés camadas hori-
zontais

de contribuigoes devido as imagens associadas aos raios, em numero irrestrito, que saem da
fonte de corrente (I), sofrem reflexdes nas duas interfaces do modelo, e atingem o ponto
de observagao P. E importante destacar que essas mesmas consideracoes serao utilizadas
para estabelecer os potenciais nas demais combinagoes de localizacao da fonte e do ponto de
observagao.

Considerando um raio saindo da fonte de corrente, refletindo, sucessivamente, ora na inter-
face superior, ora na inferior da camada 1, a primeira reflexao pode se dar, alternativamente,
na interface superior, ou na inferior. Por outro lado, o raio pode atingir o observador P vindo
de uma reflexao ocorrida na interface superior ou inferior. Desta maneira, vamos considerar
quatro familias de raios, determinadas pela combinacao das duas situagoes referentes a pri-

meira reflexao, com as outras duas relativas a ﬁltima reflexao. Assim, conforme encontram-se

ilustrados na figura 2.4, vamos denominar como: (a) “Familia A”, conjunto dos raios cujas
Familia A Familia B
I\l I 1
2 P 2 P
Familia C Familia D

Figura 2.4: Dois primeiros raios de cada familia de raios indo da fonte de corrente I (no
meio ) ao observador em P (no meio 1)

primeiras reflexdes se ddo na interface superior e as ultimas, idem, (b) “Familia B”, idem
com primeiras reflexdes na interface superior, porém, as dltimas, na inferior, (¢) “Familia C”,
primeiras reflexoes na interface inferior e as tltimas, na superior, e (d) “Familia D”, primeiras
reflexoes na interface inferior e as ultimas, também na inferior.

Antes de prosseguirmos com a determinagao da localizacdo (z) e o coeficiente de reflexao
global da imagem associada a cada raio, ambos necessarios para se determinar a parcela de
contribuicao para o potencial elétrico, vamos considerar que, dado um eixo orientado qualquer,
digamos x, de sorte que x; representa a coordenada de um objeto, zg, a coordenada de um
espelho, e z;,1, a coordenada aparente da imagem refletida do objeto no espelho, a condicao
rit1 —xp = g — x; deve ser obedecida, ou seja, temos a seguinte recorréncia:

Retomando o conjunto de raios representados pela familia A, a figura 2.5 mostra as trés
primeiras imagens da fonte de corrente. Usando a expressao (2.15), a coordenada Z;, da
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«Z3
\
\
\
\
\
\
NZI
W \
W A
\
AR
VN
AN
RN
\
20 \Zl \ NS
ZF
Z1 P

Figura 2.5: Imagens da fonte de corrente na familia A
primeira imagem, pode ser escrita como
Z1 == 220 — ZF. (216)

Para se obter a expressao para Zs, devemos obter a imagem de Z; em z; e, em seguida, esta
imagem refletida em zp, ou seja, usando recursivamente a expressao (2.15) temos

ZQ = 220 - (221 - Zl) = 420 - 22’1 — RF. (217)

Repetindo esse processo para a coordenada Z3, podemos escrever:

Z3 = 62’0 — 421 — ZF, (218)
e, generalizando,
onde i = 1,2,.... Para cada imagem ¢ da familia A, temos um coeficiente de reflexao global

constituido pelo produto dos coeficientes de reflexao associados a cada reflexao. Assim,
considerando

Po— 1
Loy = 2.20
U o+ (2:20)
P2 — M
koy = 2.21
4 p2 + p1 (2:21)

respectivamente, os coeficientes de reflexao nas interfaces superior e inferior, o coeficiente de
reflexdao globalizado vale kg, para o primeiro raio, k3,ks; para o segundo e assim, sucessiva-
mente, de sorte que para o i-ésima imagem, ele valerd k) ki, '

Aplicando-se essa metodologia as outras trés familias, podemos construir um quadro com

a profundidade z e o coeficiente de reflexao global de cada imagem i, conforme mostra a
tabela 2.1.
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Coeficiente de

Familia Localizacao Z; reflexao global
A 2(% — 1)(2() — Zl) + 22’0 — ZF ]{361]{;;1
B 22(z1 —20) + 2F k01k21
C ( 20 — 21) + zF kOl
D 20— 1)(z1 — 20) + 221 — 2F l{;éllkél
1=1,2,3,...

Tabela 2.1: Localizagao e coeficiente de reflexao global de cada imagem ¢ para o caso da fonte
na camada intermediaria do modelo de trés camadas paralelas

Face a esses resultados, podemos escrever que o potencial elétrico em P é dado por:

V= pl[ { ! (2.22)
\/7"2 (z — zp)?
kiky
+
Z \/7’2 — (20 — 1)(20 — 21) + 220 — 2p))?

k15
* Z \/7“2 )

+ (2 — (2i(21 — 20) + 2r))?

K 5
* Z \/7"2 )

+ (2 — (2i(z0 — 21) + 2F))?

N Ko ko
* Z \/7"2 ]

+(z— (20— 1)(21 — 20) + 221 — 2p))?

onde as cinco parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, aos potenciais de
cada raio da familia A, da familia B, da familia C, e da familia D.

2.2.2 Fonte no meio 1 e potencial no meio 0

Na medida em que a fonte encontra-se no meio 1 e o ponto de observacao no meio 0, todos
os raios que contribuem para o potencial devem ser transmitidos e, portanto, a expressao de
cada contribui¢ao deve conter o coeficiente de transmissao (1 — kg;). Além da contribuicao do
tipo direto, sem reflexdes, o potencial no ponto P é formado por infinitas outras contribuicoes
refletidas. A figura 2.6 mostra os dois primeiros raios dos dois inicos possiveis grupos de raios
de saem do fonte, refletem, passam pela interface e atingem o ponto P. Podemos observar

/P Jr
I 1 I'\d
2 2
Figura 2.6: Dois primeiros raios de cada familia de raios indo da fonte de corrente I (no
meio 1) ao observador em P (no meio 0)

que esses dois grupos sao formados por raios analogos aqueles que compoem as familias B e
D, definidas anteriormente.
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Desta forma, podemos aproveitar os resultados contidos na tabela 2.1 e escrever que o
potencial no ponto P, no meio 0 (z < z), é dado por:

V:Mx{\/z ! (2.23)

4
= ké1 %1
+
Z \/ 72 )

+ (2 — (2i(21 — 20) + 2r))?

k611k21
+Z Vit (2 = (260 = 1)(z1 — 20) + 221 _ZF))Q}

onde as tres parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, aos potenciais de
cada raio dos grupos similares as familias B e D.

2.2.3 Fonte no meio 1 e potencial no meio 2

Seguindo os argumentos utilizados durante a elaboragao do potencial no meio 0 com a fonte
no meio 1, temos que: (i) o coeficiente de transmissao a ser considerado é (1 — ko1), e (ii) os
raios contendo pelo menos uma reflexao sao analogos aos que formam as familias A e C. Desta
forma a expressao para o potencial para os pontos P no meio 2 (z > z;), é dada por:

y el =) { L (2.24)

4

kélk’éll
+Z YVt (2= (200 — 1) (20 — 21) + 220 — 2r))?

K
+ Z \/7’2 ) }

+ (2 — (2i(20 — 21) + 2r))?

onde as tres parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, aos potenciais de
cada raio dos grupos similares as familias A e C.

2.2.4 Fonte no meio 0 e potencial no meio 0

Nessa situagao, temos: (i) uma contribuicdo direta e uma refletida na interface z = zy com
coeficiente de reflexdo kjg, e (ii) um grupo de raios transmitidos do meio 0 para o meio 1,
refletidos sucessivamente na interface z = z; e na z = zy, e retornados, de forma transmitida,
para o meio 0, ilustrado na figura 2.7. Pode-se notar que esse grupo ¢ similar a familia D ja

JIAN /P

W

Figura 2.7: Dois primeiros raios da familia de raios indo da fonte de corrente I (no meio 0)
ao observador em P (no meio 0), com sucessivas reflexoes

definida. Assim, neste caso, o coeficiente global de cada imagem é o produto do coeficiente
de reflexdo global da tabela 2.1, multiplicado pelos coeficientes de transmissao (1 — kig) e
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(1 — ko1), sendo, o primeiro deles, referente a transmissao inicial que ocorre do meio 0 para o
meio 1, e o segundo, referente a transmissao de retorno do meio 1 para o meio 0.

Lembrando que kg = —ko1, podemos escrever que o potencial elétrico em z < zg, com a
fonte localizada em zp < 2y, é dado por:
I 1 k
V= p 0 10 (2.25)
V2 + (2 — zp)? \/r2 (z — (220 — 2p))?

ki—lki
= Z 01 %21
< \/r? + 2(i — 1)(z1 — 20) + 221 — 2r))?
onde as trés parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, o refletido na in-
terface z = 2y e aos potenciais de cada raio do grupo similar a familia D.

2.2.5 Fonte no meio 0 e potencial no meio 1

Neste caso, temos o raio direto, transmitido do meio 0 para o meio 1, e um conjunto de raios,
também transmitidos do meio 0 para o meio 1, que sofrem sucessivas reflexoes nas interfaces
Z=2zy€e 2 =2.

Esses raios podem ser agrupados em duas familias, de acordo apenas com a ultima reflexao,
na medida em que a primeira reflexao sempre acontece na interface z = z;, conforme mostra
a figura 2.8. De fato, a menos da transmissao inicial, estes dois grupos de raios sao analogos

! \ ! AN
1 1
N AN
Figura 2.8: Dois primeiros raios dos dois grupos de raios indo da fonte de corrente I (no
meio 0) ao observador em P (no meio 1), com sucessivas reflexoes

aos das familias C e D, anteriomente definidas. Desta maneira, podemos escrever a expressao
do potencial no meio 1 (29 < z < z1), com a fonte de corrente no meio 0 (zp < zp):

plj(l — ]{510)

4 . {\/r2+(z—zF)2
n 61551
Z V2 '

v (2.26)

+ (2 — (2i(20 — 21) + 2r))?

k611k21
R O e e ey ZF>>2}

onde as trés parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, aos potenciais de
cada raio dos grupos similares a familia C e D, todos eles atenuados pelo coeficiente de
transmissao do meio 0 para o meio 1.

2.2.6 Fonte no meio 0 e potencial no meio 2

Neste caso, como os raios saem do meio 0 para o meio 2, passam obrigatoriamente pelas
interfaces z = 2y e z = z;. Assim, todos sao atenuados pelos coeficientes de transmissao

(1 — klO) e (1 — k’gl).



Meétodos Elétricos — Notas de aula 15

A menos dos efeitos introduzidos pelas transmissoes ja referidas, podemos destacar: (i) o
raio direto indo da fonte no meio 0 para o ponto de observagdo no meio 2, e (i) um dnico
grupo de raios tendo sua primeira reflexao na interface z = z; e a tltima, na interface z = 2,
conforme mostra a figura 2.9, formando um conjunto analogo a familia C ja definida. Dessa

NN

\

P

Figura 2.9: Dois primeiros raios do grupo de raios indo da fonte de corrente I (no meio 0) ao
observador em P (no meio 2), com sucessivas reflexoes

forma, o potencial pode ser expresso por

p_ pel (L= ki) = ko) { — 1 2.27)

47
- K1k
* Z V2 ' 2 }

+ (2 — (2i(20 — 21) + 2r))

onde as duas parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, e aos potenciais de
cada raio do grupo similar a familia C, todos eles atenuados pelo coeficiente de transmissao
do meio 0 para o meio 1, e do meio 1 para o meio 2.

2.2.7 Fonte no meio 2 e potencial no meio 2

Situacao similar aquela com a fonte de corrente no meio 0 e potencial no meio 0, o potencial
no meio 2 (z > z;), com a fonte de corrente também no mesmo meio 2 (zp > 21), é formado
pela contribuigao direta, pela refletida na interface (z = z1), e pelos raios que passam do
meio 2 para o meio 1, refletem sucessivamente nessas duas interfaces e retornam ao meio 2.

Dessa forma, lembrando que k15 = —koq, 0 potencial é dado por:
I 1 k
V= p 2 12 (2.28)
V2 + (2 — zp)? \/7’2 (z— (221 — zp))?

ki ki—l
I }

(1 —1)(20 — 21) + 220 — 2F))?

onde as trés parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, o refletido na in-
terface z = z; e aos potenciais de cada raio do grupo similar a familia A.

2.2.8 Fonte no meio 2 e potencial no meio 1

Situacao similar ao caso da fonte no meio 0 e observador no meio 1, temos uma contribuicao
direta e dois grupos de raios correspondentes as sucessivas reflexoes nas duas interfaces que
limitam o meio 1. Estes dois grupos caracterizam-se por ter a primeira reflexao na interface
z = zp e a ultima, alternativamente, nessa mesma interface ou na z = z;. Assim, elas sao
similares as familias A e B.
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Dessa forma, podemos escrever a expressao do potencial no meio 1 (29 < z < z7), com a
fonte no meio 2 (zr > z):

Vo p1](14; k12) « { \/rz — (12 — (2.29)
& LT
" 121 Vi + (2 = (20— 1)(20 — 21) + 220 — 27))?

K1k
+ Z \/7“2 }

+ (2 — (2i(21 — 20) + 2r))?

onde as tres parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, aos potenciais de
cada raio dos grupos similares a familia A e B, todos eles atenuados pelo coeficiente de
transmissao do meio 2 para o meio 1.

2.2.9 Fonte no meio 2 e potencial no meio 0

Similar ao caso da fonte no meio 0 e potencial no meio 2, todos os raios terao, no minimo,
duas atenuacoes devido as transmissoes que ocorrem do meio 2 para o meio 1, e do meio 1
para o meio 0. Assim, podemos considerar uma contribuigao direta, e um grupo de raios que
se refletem sucessivamente nas duas interfaces que limitam o meio 1. Este grupo é aquele em
que a primeira reflexao se da na interface z = zg, e a ltima, na interface z = 2, ou seja, é
similar a familia B.

Dessa forma, podemos escrever que o potencial no meio 0 (z < zp), com a fonte no meio 2
(zr > 21), é dado por:

. po](l — klg)(l — k(n) 1
= o X { NEa - (2.30)

ki Ky
* Z \/7"2 }

+ (Z - (22(21 - Z(]) + ZF>>2

S,

onde as duas parcelas correspondem, respectivamente, ao potencial direto, e aos potenciais de
cada raio do grupo similar a familia B, todos eles atenuados pelo coeficiente de transmissao
do meio 2 para o meio 1, e do meio 1 para o meio 0.

2.3 Problemas

1. Tomando por base a expressao (2.22), obtenha a expressao do potencial considerando
que z = zp = 29 = 0 e pp = 0c0. Reduza, ainda mais, fazendo o limite z; — 0 dessa nova
expressao, e mostre que ela tende para V = pol /2771,

2. Similarmente, tomando a expressao 2.24, mostre que, fazendo zp = 29 = 21 = 0, a
expressao tende para V = pol /(2mv/ 12 + 22).



Capitulo 3

N Interfaces Paralelas

Neste capitulo, sera apresentada a solucao detalhada para o potencial elétrico do problema
relacionado a uma fonte de corrente pontual instalada em qualquer local de um meio formado
por uma sucessao de camadas condutoras, homogéneas e isotropicas, separadas por interfaces
plano-paralelas, sendo que a primeira e a ultima camada sao, de fato, semi-espacos.

3.1 N interfaces paralelas

Conforme ilustra a figura 3.1, vamos considerar um modelo formado por uma sucessao de ca-
madas separadas por n interfaces plano-paralelas. A fonte de corrente pontual estd localizado
no interior da camada m que, por conta dessa particularidade, sera considerada dividida, ar-
tificialmente, por um plano contendo a fonte. Como conseqiiéncia, o nimero de camadas do
problema é acrescido de um, totalizando n + 2. Desta forma, as camadas serao denominadas
pela sucessao 0, 1, ..., m, m, ..., n—1 en, onde m denota a porcao da camada m delimitada
pelos planos z = 2,1 e 2 = zp, enquanto que m a porc¢ao restante da camada m, ou seja,
aquela delimitada pelos planos z = zp e z = z,,.

Nessas condigoes, a solugao geral desse problema implica na obtencao de n + 2 expressoes
dos potenciais elétricos V;, uma para cada camada i. Como, por hipdtese, cada camada é
homogénea e isotropica, a funcao potencial V; em seu interior deve satisfazer a equagao de
Laplace, ou seja, temos as seguintes equacoes:

V2V, =0, (3.1)

1=0,1,...,mym,...,n—1,n,

considerando que a fonte de corrente encontra-se dentro de um volume infinitesimal, que nao
faz parte da camada m.

3.2 Solucao da equacao de Laplace

A solucao dessa equacao diferencial a derivadas parciais pode ser obtida através de diversas
técnicas. Tendo em vista a geometria e as propriedades fisicas do modelo ilustradas na
figura 3.1, a evidente simetria cilindrica em torno do eixo z leva-nos a considerar um sistema
de coordenadas cilindrica (r, 6, z). Além disso, essa simetria cilindrica implica que a solugao
nao depende de . Assim, aplicando o método da separacao de varidveis, vamos supor que a
solucdo da equacao de Laplace pode ser escrita como um produto de duas fungdes: R;(r) e

17
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Po
zZ =20 \L
h1 pP1
z =2z
f .
Pi—1
Z = Zi—1
Zz =z pi
Pi+1
Pm—1
Z = Zm-—1
Z=ZF
I hm m
2= Zm P
/r Pm+1
Pn—1
Z = Zn—1
+2z Pn

Figura 3.1: Modelo de n-camadas horizontais com a fonte de corrente localizada no interior
da camada m

Zi(z), ou seja, V; = R;(r) Z;(z). Com essas consideragoes, a equagao de Laplace simplifica-se
a

10 O(R; Z;) 82(Rl-Zi) B
ror (T or ) * 022 0 (3.2
10 OR; 0%Z;

Seguindo os passos utilizados no método da separacao de variaveis, vamos supor que R;Z; # 0,
e dividir a equacao por R;Z;, ou seja,

1 0 OR; 1 0%Z;
— (r—— ——=0. (3.4)

rR; Or or Z; 022

Como a primeira parcela depende apenas de r e a segunda, apenas de z, devemos considerar

que elas sao constantes em 7 e z, de valores opostos, na medida em que sua soma é nula.

Assim, vamos escolher estabelecendo que

1d [ dR\
TRZ'E(T dr>_ — A e (3.5)
12z
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Fazendo r = u/\ na equagao (3.5), podemos mostrar que ela é um caso particular (v = 0),
da equacao diferencial de Bessel,

, d?w dw

T du
d dw 2 oy
du( du)—l—(u — v )w =0,

cuja solucdo, seguindo Erdélyi (1953a), é formada pelas fungoes de Bessel de primeira espécie,
de ordem v e —v, representadas por J,(u) e J_,(u). Também, as combinagoes lineares:

(u* —v*)w =0 (3.7)

Y, (u) = (senvm) [ J,(u) cosvm — J_,(u)],
H{D(u) = J, (u) + 1Y, (u), e
HP (u) = J,(u) —iY,(u), (3.10)
sao solugoes da equagao diferencial de Bessel. A funcao Y, (u) denomina-se fungao de Bessel
de segunda espécie ou funcao de Neumann. As funcoes Hﬁl)(u) e HY (u) sao fungdes de
Bessel de terceira espécie, também denominadas por primeira ou segunda fungao de Hankel.
Contudo, a solu¢ao do nosso problema exige v = 0. Nesse caso, J_,(u) nao pode ser
a outra solugao da equagao diferencial e, sendo assim, vamos tomar a fungao Yy(u) como a
outra solucao, de sorte que a solugao da equagao (3.5) ¢ uma combinagao linear de Yy(Ar) e
Jo(Ar). A figura 3.2 mostra o comportamento dessas fungoes.

|
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 3.2: Fungdes de Bessel Jy(z) e Yy(z)

Retomando a equagao diferencial em z (eq. 3.6), a sua solugao é bastante simples, formada
pela combinagao linear das fungoes exp(—Az) e exp(Az). Dessa maneira, podemos escrever
que o potencial V; que satisfaz, em coordenadas cilindricas, a equagao de Laplace (eq. 3.1), é
dado por:

YV, = / [A;(N) exp(—Az) + B;(A) exp(Az)] x
0
[C;(AN)Jo(Ar) + D; (M) Yo (Ar)] dA. (3.11)
O fato da funcao de Bessel Yy(z) divergir quando o seu argumento é anulado, ou seja, ao

fazermos r — 0, obriga-nos a anular a fungao D;()\), argumentando que o potencial deve ser
limitado em r = 0. Assim, o potencial V; fica reduzido a

V, = / N [Ai(\) e + Bi(\) ] Jo(Ar) dA. (3.12)
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3.3 Condicoes de contorno

Como dito anteriormente, temos n + 2 fungoes V; a serem determinadas. Contudo, conside-
rando o resultado representado pela expressao (3.12), cada fungao V; exige o conhecimento
de duas outras funcoes: A; e B;. Isto significa que temos, também, n + 2 funcgoes A; e
n + 2 fungoes B; desconhecidas. Para viabilizar a solucao deste problema, iremos considerar
diversos aspectos fisicos, visando o estabelecimento das 2n + 4 equagoes necessarias.

3.3.1 Condicoes no infinito

A consideragao que o potencial V, deve se anular a medida em que z — —o0, e que o potencial
V,, deve, também, se anular a medida em que z — 400, leva-nos a escrever duas das 2n + 4
equagoes, quais sejam:

Ag=0, e (3.13)
B, =0. (3.14)

3.3.2 Condicoes de contorno nas interfaces

Com excecao da interface contendo a fonte de corrente, em cada uma das n interfaces z = z;,
onde 7+ = 0,1,2,...,n — 1, devem ser satisfeitas as condi¢oes de continuidade do potencial
elétrico e do componente normal do vetor da densidade de corrente. Entao, de forma gene-
ralizada, a continuidade do potencial na interface z = z;, estabelece que Vi|.—., = Vij1|.=,-
Asimm, fazendo uso da expressao (3.12),

/ [Aje™ + B e Jo(Ar) dA = / [Ais1e7 + Bigg e Jo(Ar) dA. (3.15)
0 0

Na medida em que essa igualdade deve ser satisfeita para qualquer r, os integrandos devem
ser iguais,
Ai ef)‘zi + BZ e)‘zi — Ai+1 efAZi — Bi+1 e)‘z" = \u. (316)

Considerando a questao da continuidade do componente normal do vetor da densidade de
corrente, devemos estabelecer que

[.71 : 2]|z:zi = [ji+1 ’ 2]|z:zw

Dessa forma, considerando a expressao (3.12), devemos escrever que
o; / [A;e™™ — B e ] Jo(Ar)AdA = 0541 / [Ai1 e — Bi e Jo(Ar)AdX  (3.17)
0 0

e, novamente, como essa igualdade deve ser satisfeita para qualquer r, temos
g; |:Az e*)‘zi — Bl e’\zi] — Oi+1 [Alqu e*)‘z" — B/L'Jrl e’\zi] = 0. (318)

Nas equagoes acima, considerando a divisao da camada m pelo plano passando pela fonte de
corrente, ¢ + 1 representa m quando i = m — 1 e, quando ¢ = m, se quer dizer 1 = m.

Para finalizar, as equacoes resultantes da aplicacao da continuidade do potencial elétrico
como, também, do componente normal do vetor da densidade de corrente elétrica, leva-nos,

entao, a ter mais 2n das 2n + 4 equagoes necessarias.
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3.3.3 Condicoes relativas a fonte de corrente

A fonte de corrente pontual merece uma atencao especial e, no presente caso, adotaremos
a técnica utilizada por Sato (1996, 1997, 2000). Por essa técnica, conforme pressuposto
durante a apresentacao do modelo, a camada m contendo a fonte de corrente é dividida
em duas por¢oes (m e m), por meio de um plano horizontal z = zp. Além disso, mais
precisamente, devemos dizer que vamos considerar que o meio denominado m é limitado
superiormente pelo plano z = z,,_1 e, inferiormente, pelo plano z = zp. Analogamente, o
meio m € limitado inferiormente pelo plano z = z,, e, superiormente, pelo plano z = zp.
Assim, para completar o conjunto de equacoes ficam faltando duas que serao escritas
considerando a fonte de corrente. Como ja dito, adotando a técnica utilizada por Sato (1996,
1997, 2000), a continuidade do potencial elétrico, com excec¢ao do ponto r = 0, estabelece que

m€ 7 + By e Jo(Ar) dA, (3.19)

/ [Am e + By ] Jo(Ar) dA = / [A
0 0

ou seja,
Ame™F 4+ B e — A, e M — B, M = (. (3.20)

Para a questao da continuidade da corrente elétrica, vamos considerar o fluxo total de
corrente 565 j - ds, onde S é uma superficie fechada envolvendo a fonte de corrente. Assim,
na medida em que a carga deve ser conservada, esse fluxo deve-se igualar a intensidade I da
fonte de corrente.

Vamos supor que a superficie S é uma superficie cilindrica, de raio &, altura 2h, eixo z, com
bases de coordenadas z = zy £ h, o que implica, portanto, que a fonte de corrente localiza-
se exatamente no centro geométrico deste cilindro, conforme ilustra a figura 3.3. O fluxo

Base z=zr — h

=

>

Base z=zp + h

Figura 3.3: Superficie cilindrica envolvendo a fonte de corrente

de corrente através desta superficie cilindrica pode ser dividido em trés parcelas: pela base
z = zp — h, pela base z = zp + h, e pela lateral cilindrica, de altura 2h. Assim, atendo-nos a
questao do fluxo através da lateral, podemos dizer que o mesmo tende a zero quando h — 0,
desde que possamos considerar finita a densidade de corrente na direcao r que flui através
dessa lateral.

O fluxo de corrente através da base z = zp — h é expresso por:

2 13
/ / Jm - (=27 drdf), (3.21)
6=0 Jr=0
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e o através da base z = zp + h, por:

27 &
/ / G (2rdrdd). (3.22)
=0 Jr=0

Desenvolvendo essas duas ultimas integrais e igualando sua soma a intensidade da fonte de
corrente I, temos:

& )
lim 270, / / [—Am e 7™M 4 B XM (Ar) A dAr dr
- r=0J0

13 o0
— lim 270, / / [~ Ay e 4 B, AEr] Jo(Ar) N dArdr = 1. (3.23)
- r=0J0

Fazendo os limites indicados e invertendo a ordem das integracoes, temos:

o0 3
27mm/ [—Ame_’\'zF + Bme)‘zF} {/ Jo(Ar)r dr} AdA
0

0

00 3
—27T0m/ [— A e 7 + By, 7] [/ Jo(Ar)r dr] AdA = 1. (3.24)
0 0

As integrais entre colchetes s@o idénticas e valem (£/A)J1(AE), o que possibilita reescrever a
expressao anterior como

2T O, / [—Am e ™" 4 B e[ (€/A) J1(A A dA
0
—270 / [—Am e ™ + B e[ (E/A) (AN AN = I, (3.25)
0
ou, ainda,

o0 2 -
/ s [ Ame T 4 B 4 Ay e — B ] (0) PH (G dA = ¢V (3.26)
0

Essa integral tem a forma

/0 h FOVQOYV2I (A dN = 712, (3.27)

a qual, relembrando que ela é o resultado do fluxo total de corrente através da superficie
cilindrica de raio £ qualquer que envolve a fonte de corrente, constitui-se numa transformada
de Hankel que implica em f(\) = 1/AY? (Erdélyi, 1953b, p. 22). Assim, temos que

I

—A A —A A
—Ame V¥ + B et + A, eV — B, e = )
= = 2m0,,

(3.28)

3.4 Solucao do sistema de equacoes

O conjunto de 2n+4 equagoes é formado pelas equagoes (3.13) e (3.14) referentes a questao da
convergéncia do potencial no infinito (z = +00), pelas equagoes (3.16) e (3.18) preservando a
continuidade do potencial e do componente normal do vetor densidade de corrente em todas
interfaces, e as equagoes (3.20) e (3.28), referentes a fonte de corrente I. Todas equagoes tém
termo independente nulo, exceto a equacao (3.28).
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3.4.1 Recorréncia a partir da interface 0
Interfaces 1 <m — 1

Considerando as equagoes (3.13), (3.16) e (3.18), sendo essas duas tultimas para i = 0, temos
quatro incégnitas (Ag, By, A1 e By). Usando a equagao (3.13), podemos reescrever (3.16) e
(3.18) como

Bye* — [A) + By e**] =0 (3.29)
—Bye?® — S1[A; — By e**] = 0. (3.30)
onde Syo = g1/0y. Somando-se essas duas equagoes, temos a relagao
A Byes* = 0. 3.31
1+ 1+ 51, 1€ ( )

Esta tltima equagao junto com as equagoes (3.16) e (3.18) tomadas para ¢ = 1, podem
também ser reduzidas a uma equacao em As e By, de termo independente nulo, a qual, por
sua vez, utilizada novamente com as equagoes (3.16) e (3.18) tomadas para i = 2, levam a
outra equacao em As e Bz e termo independente nulo. Assim, generalizando, devemos esperar
uma equacao do tipo

Aifl + xilez’fl =0. (332)
Tomando as equagoes (3.16) e (3.18) para a interface i — 1, elas podem ser reescritas como:
Ai_1 + B et — A — Bje* it =0 (3.33)
Ai—l - Bi—l eQAZi_l - Si,i—l [Az - Bz 62>\Zi_1} = 0. (334)
onde S; ;1 = 0;/0;_1. Subtraindo-se a pentltima equagao da duas tltimas, temos:
B [e 1 — ;4] — Aj — B;e® 1 =0 (3.35)
—B;i_4 [62/\Zi’1 + 1’171} — Siic1 [Ai — B; 62/\%71} =0. 36)
Dividindo-se essas equacoes pelos respectivos coeficientes de B;_; e somando-se, temos:
_Az _ BZ e2)\zi,1 Az _ Bz 62)\21',1
T = Sii-1 0 =0, (3.37)
esFi-l — I sl + T
ou, multiplicando por e***-1 — z;,_; e reagrupando termos, temos
2Azi1 _ o e2Azi-1 _ . 1
A1+ S Bl -G, L 0, 3.38
i—1 62/\22-,1 + Ii—1:| a—1 e2)\zi,1 + Tio1 ( )
e, finalmente,
1— Ti 6—2/\21-,1
L= Si’ifll + : e~ 2Azi1
Ai + B =0 (3.39)
1— T;—1€ i1
1+ Sm;l

1+ Ti1 e 2Azi-1

Comparando esta equagdo com as equagoes (3.31) e (3.32), podemos sintetizar este dltimo
resultado através da equagao:

A; + ;B 1 = 0, (3.40)
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ondet=0,1,....,m—1,m, e
1= Siicafi
$TTY Sii—1fi (341)
1—giq e_2>\(zi—1_zi—2)
fi - 1 + gi_l e*2)\(zi—1*2142) ) (342)
gi—1=...,
fi=1, (3.43
g0 =0, (3.44)
Interfaces ¢ > m — 1
Tomando-se a equagao (3.40) para i = T, temos
Asy + gmBm e m=1 = (), (3.45)

Usando esta equac@o para eliminar o termo Az das equagoes (3.20) e (3.28) que se referem a
fonte de corrente I, temos

— B[ V7 — g e®* 1] 4+ Ay + By M7 = 0. (3.46)

Azp
2X\zp — Ie

BW[GZ)\ZF _{_gmez/\zm—l] + Am_ Bme (347)

7
2mo,,

ou, dividindo-se cada equacao pelos respectivos coeficientes de By e somando as equagoes
resultantes, temos

Ay + By, €27 Ap — By e®*r e 1

— = X
62/\ZF _ gm 62)\me1 62)\ZF _'_ gm e2)\Zm,1 27-(-0—m 62)\21:‘ _|_ gﬁ 62/\me1

, (3.48)

2)\ZF

que, apds ser multiplicada por e — gme?m—1 ¢ ter seus termos reagrupandos, pode ser

escrita como

1— gme_Q/\(zF_Zm_l) 1— G e—2)\(zF—zm_1)
1 + gm e_2>\(ZF_Zm71)

B Ie)\zp 1 — Gt e—2)\(zp—zm,1)

Am 1+ 1+gme—2)\(ZF—Zm—l)

} + Bme”‘zF [1 —

21O, “1 + gm e 2MEp—2m-1)’ (3.49)
e, finalmente,
1 — g e 2MEF—2m1) 1 — g e 2N Er—2mo1)
o o2\ (zFr—2m-1) Az o2\ (zF—2m-1)
e 1+ ijzgngwm-n B 50 = ;am ><1 i Tgmg;emmm_l) - (350)
1+gme—2/\(zp—zm,1) 1 _i_gme—QA(zF—zm,l)
ou, sinteticamente,
A, + gmBme”‘ZF = H X T, (3.51)

TOm,
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onde,
Jm

po—dm 3.52
n =Ty (3.52)

1—fn
= m 3.53
e (3.53)

1 _ gﬁ e—QA(ZF—Zm_l)

R s} (3:54)
Dando prosseguimento a recorréncia agora pelas interfaces ©: = m,m + 1,...,n — 1, vamos

considerar que as demais equacoes tém termos independente nao nulo, ou seja, tém a seguinte
forma:

Ai—l + xi—le‘—l = Yi—1- (355)

Assim, a fim de obter a equacao similar com A; e B;, vamos considerar as equagoes relativas
as condigoes de contorno na interface z = z;_1, ou seja, as equagoes (3.16) e (3.18) reescritas
como:

—Ajy — B & + A + B =0 (3.56)

—Aifl + Bl'fl 62)\%71 + Si,ifl |:A,L - B,L 62)\2171] =0. (357)

A fim de eliminar o termo A;_;, vamos somar a pentltima equacao as duas ultimas. Assim,
temos

—Bia [ — x| + A+ B =y (3.58)

Bifl [62)\22‘71 + xi,l} + Si,ifl [Az — Bz 62)\22'71] = Yi—1- (359)

Dividindo cada uma dessas equacoes pelos respectivos coeficientes do termo B;_; e somando
as equagoes resultantes, temos

Ai + Bz 62)\22‘71 Az — BZ 82)‘%71 1 1
25 e2Azi—1 + 2

}, (3.60)

+
e2>\Zi_1 — T eQAzi_l — T €2>‘Zi—1 + Ti1

2)\21-_1

ou, multiplicando-se por e — x;_1 e reagrupando termos, temos

1— Tiq e—2)\zi,1

+ il 1+ Ti—q e 2Azi—1

1— i —2Xz;_1
:| + B’L 62)\21'71 [1 _ Si,ifl Li-1€ :| _

1+ Ti—1 e~ 2 zi-1

1-— Ti—1 6—2)\21'_1
Yi—1 {1 + 1+ 2, 0P|’ (3.61)
e, finalmente,
1 —zq e 21 1 — ;e 2
L= S 1+ 16_2’\21'*1 b I+ ie_ZAZH
A+ 1 = ) v B; -1 = Yi—1 1 = 2z} (362)
—xi_1€ i— — Ti—1€ b
1 + Sz‘,i—l ! 1 + Sz’,z‘—l .

1+ Ti—1 e 2Azi—1 1+ Ti—1 e 2Azi—1

que, pode-se ver, tem a forma da equagao (3.55). Assim, considerando as equagoes (3.40),
(3.41), (3.42), (3.51), (3.53) e (3.54), podemos, também, sintetizar o resultado anterior através

da equacao
Ie#r

Ai + ngz 62A2i71 = X T, (363)

2mo,,
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ondet=m,m+1,...,n—1,n,
1+ fi
o x 3.64
PO 1+ S (3:64)
Jfm
o= dm 3.65
n= o2 (3.65
e g; ¢ dado pelas expressoes (3.41) e (3.42), considerando que
1- Sm—i—l mfm+1
- 7 , 3.66
gm1 1+ Sm-l—l,mfm-i—l ( )
1— Im 6—2/\(zm—zF)
Jm = 1+ gy e 2Am=2r)’ (3.67)
1- fm
= =, 3.68
=17 (3.68)
1—gm —2X(zp—2m—1)
fu = —2° (3.69)

m = 1+ G efQA(ZFfzm_l)’

e z;_1 = zr quando i = m.

3.4.2 Recorréncia a partir da interface n — 1
Interfaces ¢ > m

A equagdo (3.14) refere-se a condigdo de convergéncia do potencial elétrico na camada n
quando z — 00, e envolve, simplesmente, o termo B,,. Se considerarmos as equagoes (3.16) e
(3.18) na interface z = z,_;, formamos um conjunto com quatro incégnitas que, se manipu-
ladas convenientemente, permitem estabelecer uma relagao envolvendo apenas A, 1 e B, _1.
Tomando a equagao (3.14), podemos reescrever as equagoes (3.16) e (3.18) como

A,_qe 14 B Ml — A e Ml =) (3.70)
In-t [An—1 e Mt By e’\z’kl} — A, e M1 =, (3.71)

On

Subtraindo-se membro a membro, temos

[1 - On_l} Ayge Mt 4 [1 + Un_l} By et =0, (3.72)
On On
ou, simplesmente,
1-5,_1
n—1,n An— —2XzZn—1 Bn— — 07 3.73
1 + Sn—l,n 1e " : ( )

onde S;,_1, = Op_1/0p.

Esta equagao junto com as equagdes (3.16) e (3.18) na interface z = z, 5, possuem,
também, quatro incégnitas: A,_1, B,_1, A,_2 e B,_5. Como os termos independentes destas
trés equacoes sao nulos, elas podem ser reduzidas a uma equacao apenas em A, 5 e B, _o,
similar a equagao (3.73), ou seja, na forma

Xp_9An_o+ Bn_y = 0. (3.74)
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Isso sugere que a repetigao sucessiva com o uso das equagdes (3.16) e (3.18) nas interfaces
n—3,n—4,...,i+ 1, leva-nos a uma relagao do tipo

Xi+1Ai+l + Bi+1 — 0 (375)

Assim, tendo por base essa equagao, vamos tentar obter sua similar em A; e B;, fazendo uso
das equagoes (3.16) e (3.18) na interface z = z;, quais sejam:

Ai eiQAzi + BZ - A/L'Jrl 672)\21' — Bi+1 =0 (376)
—Siir1[Aie™ — B + Aj e — By =0, (3.77)

onde S; ;11 = 0;/0;41. Somando-se a estas, a equacao (3.75), temos

Ai 6_2)\% + Bz — Ai+1 [e_%z" — i+1} =0 (378)
—Si,i-i—l [Al 8_2/\Zi — Bz:| + Ai—i—l [e_Q’\Zi + Xi+1:| =0. (379)

Dividindo-se estas equagoes pelos respectivos coeficientes do termo A;,; e somando as equa-
¢oes resultantes, eliminamos A;,1, ou seja,

Ai 6_2)\Zi + Bz A; 6_2/\Zi — Bz
v St v =0 (3.80)
e — X e + X

—2)Xz;

Multiplicando-se por e — X411 e reagrupando-se os termos,

1— AX'H_1 eQAzi

1— Xi+1 eQAzi

1—5ii+1 m i

:| Az 6_2)\Zi + [1 + Sz',z‘+1

e, finalizando,

1— Xi+1 e2>\zi

T T
I+ X e o
1 _ Xi+1 62/\% Az (§] + Bz =0. (382)

1+ Xi+1 @27z

1-5;

1+ Siin

Comparando esta tltima equagao com a (3.73), podemos dizer que, com a sucessiva incor-
poragao das equagoes relativas as condi¢oes de contorno, forma-se uma seqiiéncia de equacoes
tipo

GiAje ™ + B; =0, (3.83)
ondet=n,n—1,...,m, e
1 — S F;

=t 3.84
1+ S F; ( )

1 _ Gz —2)\(zi+1—zi)
= (3.85)

1+ Gi+1 6_2)‘(’2“'1_21)
GiJr]_ == 5 (386)
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Interfaces ¢ < m

Tomando-se a equagao (3.83) para i = m, temos
GuAme ™ + B, =0. (3.89)

Usando esta equagao para eliminar o termo B,, das equagoes relativas as condigoes relativas
a fonte de corrente, (3.20) e (3.28), temos

Am e + By — Ay [ €727 — Gpe ] =0, (3.90)
I e
—Am e 4 B+ Ay [ eV 4 G e ] = , (3.91)
= = 20,
que, divididas pelos respectivos coeficientes do termo A,,, e somadas, formam
Am e_2>\ZF + Bm —Am e_QAZF + Bm [e_)\ZF 1
= X : (3.92)
efQAzF _ Gme72)\zm 672/\,21: + Gm efQAzm 27T0m 872)\ZF + Gﬂ e72)\zm
Multiplicando-se por e2**F — (3, e72** ¢ reagrupando termos, temos
]_ — G efZA(Zm*ZF) 1 _ G 672)\(5771*21*")
A —2Xzp o m _ m
Ame =, e—2/\(zm—ZF)1 + B [1 T 117G, e PG
I —Azp G *2>\(2m ZF)
~-° ¢ (3.93)
2mo,, 1 + G e—2X(zm—zF)’
e, finalmente,
1 — G e—ZA(zm—zF) 1 — G e—QA(zm—zF)
1 G 2A(zm—2F) T —Azp 1 G 2A(zm—2F)
+Gpe A e g 17 1 Gmer . (3.94)
1-G,, o= 2M(zm—zF) 270, 1-G,, o= 2X(zm—zF)
L+ 14+ Gme—2)\(zm—zp) + 14+ Gme—2)\(zm—zF)
Este resultado pode ser resumido por meio de
A\ e H#rF
GmAm e_2 2F + Bm = X Rﬁy (395)
2mo,,
onde
jo
1+ Fw ( )
1 — Fx
1+ I ( )

1— Gm e—QA(zm—zF)
B = G e (3.98)

Relembrando, esta ultima equacao traz no seu coeficiente G, todas as informacoes relativas
as condicoes contorno desde a camada n até as referentes a fonte de corrente.

Dando prosseguimento a recorréncia, agora pelas interfaces i = m—1,m—2,...,0, vamos
considerar que as demais equagoes tém termos independente nao nulo, ou seja, tém a seguinte

forma:
Xir1Aiq1 + Bipn =Y. (3.99)
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Visando obter uma equacao similar com A; e B;, vamos considerar as equacoes relativas as
condigoes de contorno na interface z = z;, ou seja, as equagoes (3.16) e (3.18) reescritas como:

Aje™® 4 B — Aje % — B =0 (3.100)
—Sii1[Aie™™ — Bi] + Ajpr e — By = 0. (3.101)
Para eliminar o termo B;,;, devemos somar a pentiltima equacao as duas ultimas, ou seja,
Aie™% 4+ B — A [V — X = Yip (3.102)
—Siis1[Aie™ — Bl + A1 [T 4+ Xipq] = Yisa. (3.103)

Dividindo-se cada equacao pelos respectivos coeficientes do termo A;.; e somando-se as
equacgoes resultantes, temos
A,L' e_Q/\Z" + Bl A,L e_Q/\Z" — Bl
—on v RPihitl T o v
e 2 — X, e A 4+ X

1 1
+
e~ — X,y e~ 4+ X,

~ Vi | G

—2A% _ X, e reagrupando-se termos, temos

1— Xi+l e2)\zi 1— Xi+l e2)\zi
1+ Xi+1 82)\21- 1+ Xi+1 82)\21-

ou, multiplicando-se por e

Aje 2| — Siit1 ] + B; [1 + Siit1

1-— Xi+1 e2)‘zi
=Y, |1+ ———|, 3.105
+1[ + 1F X,y 02 ( )
e, finalmente,
1 — Xz 2Xz; 1— Xz 2Xz;
]. - Si,i+1 1 + X,+1 62)\,21' 1 + 1 _|_ X,+1 62)\21'
19 p e 4 B =Y, i1 € (3.106)

e -
1— Xi+1 62)‘% 1-— Xi+1 82)\'21
1 X 2z 1 X 2Az;
+ Xip1€ + Xiy1€

que repete a forma da equagao (3.99). Observando as equagoes (3.83), (3.84), (3.85), (3.95),
(3.97) e (3.98), podemos sintetizar esta iltima equacdo como:

1 + Sm'+1 1 + Sz',i+1

[e—AZF
GiA;e i 4 By = x Ry, (3.107)
2w,
ondei=m,m—1,...,1,0, e
1+ F;
R; = R; ) 3.108
SR + Siit1Fy ( )
Fm
= , 3.109
1+ Fm ( )
e G; é dado pelas expressoes (3.84) e (3.85), considerando que
1- Smfl mmel
m—1 = : ) 3.110
! 1 + Smfl,mmel ( )
1 o Gm 672)\(,2]:'727”_1)
" T G PG ) (3.111)
11— Fx
Gy = m 3.112
1+ F ( )

1 — Gm e—?)\(zm—zp)
Fr = G e (3.113)
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e que z; = zp quando ¢ = m.

3.5 Potenciais elétricos

As expressoes de recorréncia derivadas permitem estabelecer, afinal, o potencial elétrico em
cada camada. Assim o par de equagoes (3.40) e (3.107) formam um sistema cuja solugao
leva-nos a estabelecer os potenciais elétricos nas camadas ¢ = 0,...,m, enquanto que o
par de equagoes (3.63) e (3.83), leva-nos a estabelecer os potenciais elétricos nas camadas
1=m,...,N.

3.5.1 Potenciais elétricos nas camadas 0 a m

Neste caso, devemos retomar as equagoes (3.40) e (3.107), ou seja,

A; + g;iB; e = 0, (3.114)
[e_)‘ZFRi

GzAz 6_2)\% + BZ =
2mo,,

(3.115)

lembrando que z; = zp € z;_1 = 2Z,,_1, quando ¢ = m. Eliminando o termo A;, temos

T _)\ZFRi
[1 = g:Gie =] By = 627 ou (3.116)
TOm,
T e—)\zF Rz 1
Bz' == 27T0-m X 1 — gle 6—2)\(21'_27;—1) ) (3117)
que possibilita escrever
Te ?FR,; g; ez

A; = (3.118)

2moy, 1z giG; e~ (zi—zi)?

Finalmente, substituindo estes dois ultimos resultados na expressao do potencial V;, dada
pela equagao (3.12), temos

L [~ e R, Jo(Ar) dA
V, = —_e M ; 2Xzi—1 Az i 3119
27T0'm /0 [ € gi € + e :| 1— ngz e_2>\(2’i—zi—1)’ ( )
ou, ainda,
I o1 _ g; e—2)\(z—zi_1) \
V= : P R (W) A, 3.120
27T0'm /0 1— ngz e—2XM(zi—zi—1) € 0( 7”) ( )
relembrando que z; = zp € 21 = zm_1, quando i = 7.
O campo elétrico pode ser obtido através de E = —VV. Assim os seus componentes sao:
oV; 1 1 g e PEE) .
Er = _ 1 — 2 — (ZF—Z))\RZJ )\ d)\ 3121
or 200, /0 1 — ¢:G; e—2A\(zi—zi_1) e 1( 7“) ( )
oV, I © |4 ge o)
Ez - — 1 — 1 — (ZF_Z))\RZ'J )\ d)\ 3122
0z 2w, /0 1 — g;G; e 2A(Gi—zi1) € o(Ar) ( )
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3.5.2 Potenciais elétricos nas camadas m a n

J& neste caso, vamos retomar as equagoes (3.63) e (3.83), ou seja,

A4 gBeen = 25T (3.123)
2mo,,
GiAje ™ + B; = 0, (3.124)
lembrando que z;_; = zr e z; = 2, quando ¢ = m. Eliminando-se B;, temos
I e Fy;
Ai[1 = g;Gie =] = Z 3.125
1-gGie =5 o (3125)
I e rFp; 1
A = X , 3.126
27T0'm 1-— ngz e—2A(zi—zi-1) ( )
que permite escrever
I e rp; Gie
B, = — X ) 3.127
27T0'm 1-— ngz e—2A(zi—zi-1) ( )
Fazendo uso da equagao (3.12), podemos escrever que o potencial V; é dado por
_ I > -z Az —2)\z; e)\ZF TiJ()(/\T) dA
Vi= 5o /0 R N Frer= e (3.128)
ou
I © 1_@a. e—2)\(zi—z) N
- v —A(z—zF),..
\Z o /0 1= 0:G, 0 B e rido(Ar) dA, (3.129)
relembrando que z;,_1 = zr e 2; = 2, quando i = m.
O campo elétrico correspondente pode ser obtido através de E = —VV. Assim os seus

componentes sao:

oV I © ] _ @G e 2Mzi—2)
Er — 1 — 2 —)\(Z—ZF)A ’LJ A d)\ 3130
or 2mo,, /0 1— g;:G; e—2X(zi—zi—1) e r 1( 7") ( )
oV I 14 @G e E—2) R
Ez — 1 — 1 - (Z—ZF))\ lJ )\ d)\ 3131

3.6 Problemas

1. Por meio da atribuicao de valores especificos a alguns parametros do modelo, os resultados
representados pelas equagoes (3.120) e (3.129) podem ser adaptados para representar o po-
tencial elétrico na primeira camada de uma terra plana formada por n camadas horizontias,
com a fonte de corrente também da primeira camada. Assim, para tanto, deve-se atribuir
o valor nulo & condutividade oy para representar o ar e, por mera conveniéncia, também o
valor nulo para zp, fixando-se, dessa forma, a origem do sistema de coordenadas no plano
representando a superficie da terra.

Como exercicio, considerando que oy = 0 e zy = 0, demonstre que os potenciais Vy e V;
SA0 eXpressos por:
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Capitulo 4

Eletrorresistividade

4.1 Eletrorresistividade

O método da eletrorresistividade baseia-se na observagao, via de regra, da diferenca entre
os potenciais elétricos de dois pontos, associada a uma distribuicao de correntes elétricas
induzidas, artificialmente, no meio em estudo. A distribuicao do potencial elétrico é funcao
de parametros tais como a geometria do problema, as propriedades elétricas, em particular a
resistividade elétrica e as intensidades das fontes de corrente elétrica.

4.1.1 Fonte na superficie de um semi-espaco condutor

Este é o modelo simplificado da Terra, desprezando-se sua curvatura. Trata-se do problema
elétrico associado a um eletrodo instalado na interface de um semi-espaco condutor de resis-
tividade p. Este problema pode ser solucionado através do método das imagens. De fato,
considerando, entao, as expressoes (2.13) e (2.14), devemos associar o ar ao meio 2, infini-
tamente resistivo, de sorte que o coeficiente de reflexdao kg; iguala-se a unidade. Assim, o
meio 1 fica associado ao nosso semi-espaco (Terra) e, fazendo R = R/, posicionamos a fonte
na interface entre os meios 1 e 2, ou seja, na superficie da Terra. Desta forma, a expressao
do potencial reduz-se simplesmente a

pl
= —, 4.1
2TR (4.1)

4.1.2 Resistividade aparente

O conceito de resistividade aparente para o método da eletrorresistividade pode ser definido
como a resistividade elétrica de um meio homogéneo que, substituindo um meio heterogéneo,
provocaria as mesmas reacoes elétricas observadas nas mesmas condigoes geométricas dos
eletrodos.

Vamos supor um experimento elétrico na superficie da Terra, desprezando-se a sua cur-
vatura. Neste experimento, os bornes de uma fonte de corrente elétrica sao conectados a
terra em dois pontos A e B (eletrodos de corrente), provocando a circulacdo de uma corrente
elétrica de intensidade I, que consideraremos positiva no ponto A (entrando na Terra) e ne-
gativa no ponto B. Enquanto isso, estariamos determinando a diferenca de potencial AV
entre dois outros pontos (M e N) (eletrodos de potencial).

Se a Terra em estudo for heterogénea, nao teremos, evidentemente, condigoes de estimar,
a priori, a diferenca de potencial AV. Contudo, se ela for homogénea, podemos utilizar a
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expressao do potencial elétrico associado a uma fonte de corrente na superficie de um semi-
espago homogéneo e isotrépico, sobrepondo os potenciais devido as injecoes de corrente sendo
feitas em A e B. Em outros termos, podemos escrever que nos pontos M e N, os potenciais

elétricos sao dados por:
i 1 1
Vu = p—(———),e (4.2)

21 \AM BM
_opl (1 1
o= o (AN BN)’ (4:3)

onde p ¢é a resistividade elétrica do semi-espaco homogéneo, I, a corrente elétrica, AM, AN,
BM, e BN, as distancias entre os pontos A e B para os pontos M e N. Assim, a diferenca de
potencial AV é expressa por:

/1 1 1 1
AV:VM—VNZS—( S B ) (4.4)
T

Isto posto, podemos considerar a possibilidade da estimacao da resistividade do semi-
espaco a partir do conhecimento de AV, I e as distancias AM, BM, AN e BN. Para tanto,
basta fazer uso da expressao anterior invertida para p, ou seja,

_AV 21
P="7 T T T T (

(4.5)

para se obter, experimentalmente, o valor da resistividade elétrica de um semi-espago ho-
mogéneo. Porém, esta expressao invertida pode ser utilizada para resultados oriundos de
situacoes generalizadas, particularmente nao homogéneas. Neste contexto, o valor da re-
sistividade elétrica assim obtido é dito “resistividade elétrica aparente”, ou simplesmente,
“resistividade aparente” e corresponderia a resistividade de um meio homogéneo que, subs-
tituindo o verdadeiro, reproduziria os mesmos valores de AV e I, nas mesmas condic¢oes
geométricas dos pontos A, B, M e N.

4.1.3 Arranjo de eletrodos

Na expressao (4.5), o termo fracionério entre chaves é denominado “fator geométrico”, haja
vista sua dependéncia apenas com a disposicao relativa dos eletrodos em A, B, M e N.

Em principio, nao existe nenhum aspecto restritivo quanto a distribuicao relativa desses
eletrodos, a nao ser a coincidéncia. Diversas distribuicoes foram bastante pesquisadas e
nomeadas. A figura 4.1 apresenta alguns arranjos com suas respectivas expressoes para a
resistividade aparente p,.

Arranjo Schlumberger ideal

Em relagao ao arranjo Schlumberger, a disposicao apresentada na figura 4.1 representa a
maneira real da aplicagao, ou seja, com quatro eletrodos. Todavia, no arranjo Schlumberger
ideal, seria medido o campo elétrico F no ponto médio de AB e na diregdo de A para B,
substituindo a medida da diferenca de potencial elétrico entre os pontos M e N.
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A M N B A B M N

Fatatad Fad—no—tad
pa = &L 27a pa = 2X man(n +1)(n + 2)

Arranjo Wenner Arranjo dipolo-dipolo

a a
A M N B

A M N
l Eb l F—na—+ a—
2
AV a b AV
pa:T’ﬂ'(z—Z> pa = =7 2man(n + 1)
Arranjo Schulumberger Arranjo polo-dipolo

Figura 4.1: Arranjos de eletrodos.

Considerando o modelo do semi-espago homogeéneo e isotrépico, o valor deste campo
elétrico é a soma dos campos elétricos relacionados as fontes de corrente em A e B, ou seja,

gL _p=D) _ oI (4.6)

2ma? 2ma? ma?

Invertendo-se essa expressao, podemos escrever

p=ma’, (4.7)

que ¢é a expressao da resistividade aparente do arranjo Schlumberger ideal.

Contudo, se considerarmos a razao AV/b como uma aproximagao para o valor do campo
elétrico E, a expressao acima pode ser reescrita como

AV a?
N —T—, 4.8
pr— Ty (4.8)
que, comparada a expressao da resistividade aparente do arranjo Schlumberger da na fi-
gura 4.1, mostra a parcela b/4 como diferenca. Portanto, o desvio entre as resistividades
aparentes para o semi-espaco homogéneo obtidas pela expressao do arranjo ideal para o ar-
ranjo a quatro eletrodos, pode ser expresso por

b/4
€= Py (4.9)

Sendo assim, a fim de preservar um erro inferior a €, é necessario que

(4.10)

Assim, por exemplo, se mantivermos b < 0, 2a, o erro serda menor que 1%. Todavia, convém
lembrar que nao podemos escolher valores muito pequenos para b pois dificultaria a medida
da diferenga de potencial AV.
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4.1.4 Modelo geoelétrico de camadas horizontais
Caso de duas camadas pelo método das imagens

Considerando o resultado representado pela expressao (2.22), vamos fazer zp e z tenderem a
zero, ou seja, tanto a fonte de corrente como o observador encontram-se na superficie (interface
entre os meios 0 e 1). Além disso, vamos tornar infinita a resistividade da camada 0, de sorte
que ela passe a representar o ar. Sob essa hipdtese, o coeficiente kgy; iguala-se a unidade e,
assim, a primeira parcela do primeiro somatério da expressao (2.22) iguala-se ao termo que
representa a contribuicao direta da fonte de corrente.

Sendo assim, é mais conveniente a retirada desse termo do somatoério, fazendo-se os ajustes
necessarios para que o somatorio continue ainda a ter sua variavel de controle iniciando-se
com o valor unitario. Nesse caso, finalmente, os quatro somatorios igualam-se totalmente,
permitindo escrever a seguinte expressao para o potencial elétrico:

prl

onde ko1 = (p2 — p1)/(p2 + p1) = (p2/p1 — 1)/(p2/p1 + 1) é o coeficiente de reflexdo. Além
disso, supondo que podemos derivar o somatorio derivando cada um dos seus termos, podemos
expressar o campo elétrico na diregao 7, na superficie, como

Y =

(4.11)

8_V
or|._,

Bl _,=- (4.12)

27rr2 [ Z V14 ( 2@21/7’ ]

Utilizando a expressao do potencial elétrico (4.11) e a expressao da resistividade aparente
do arranjo Wenner mostrada na figura 4.1, temos que, para o modelo de duas camadas,

Pa.w (4.13)

K3y
1+4Z\/1+ (2iz1/a)? Z\/l—i— (iz1/a)? ]

Por outro lado, utilizando a expressao do campo elétrico (4.12) e a expressao da resistividade
aparente do arranjo Schlumberger ideal (4.7), temos

asi=p1 (142 4.14
Pa,Si = 231+ ZZzl/a] ( )
Para o arranjo dipolo-dipolo, a expressao da resistividade aparente fica
Padip-dip = p1 | L +n(n+1)(n+2) Z ks,
< \/n? + (2iz1/a)?
(4.15)

k3,
_22 \/n—l—l 22z1/a Z < \/(n+2)2 + (2iz1/a)? >] .
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Solucao generalizada

Particularizando a expressao do potencial elétrico (3.129) para o caso em que a camada 0
corresponda ao ar (o9 = 0), e que zg = zrp = z = 0, ou seja, modelando a situa¢do de uma
fonte de corrente instalada na superficie de uma Terra plana estratificada horizontalmente,
formada por n-camadas de espessura h; e resistividade elétrica p;, podemos escrever que o
potencial elétrico V; em um ponto afastado de r da fonte de corrente é dado por

. plI & 1 — G1 6_2)‘h1

VY, = - .-
"Toor Jy 14 Gre

Jo(Ar) dA, (4.16)

onde (G; é determinado por meio do seguinte processo recursivo:

1 — (piv1/pi) Fi

G, = : 4.17)
L+ (piy1/pi) Fi (
1 — Giyq e M

E = , 4.18
1 + Gi+1 672)\hi+1 ( )
E,, =1, (4.20)
G, =0. (4.21)

Considerando que fooo Jo(Ar)dA = 1/r, o potencial pode ser reescrito como

plf 1 /oo 1-Gy e 2

Vi=—<¢- —————— — 1| Jo(Ar)dA ;. 4.22
"o {T+ 0 |:1+G16_2>‘Z1 (A7) (4.22)

Utilizando a expressao do potencial elétrico (4.22) e a expressao da resistividade apa-
rente do arranjo Wenner mostrada na figura 4.1, temos que, para o modelo de n-camadas, a
resistividade aparente Wenner p, w ¢ dada por:

o0 1 _ Gl e—2)\h1
Pa,Ww = P1 {1 + 2&/0 {m — ]_:| [Jo(/\a> — J()()\Q(l)} d/\} . (423)
A partir da expressao do potencial elétrico (4.22), podemos derivar o campo elétrico radial
associado:
Bl —-M _nl F + /OO {ﬂ - 1} A (O) dA} | (4.24)
= or|._, 2m [r2 Jy [14+Ge 2

Este resultado juntamente com a expressao da resistividade aparente do arranjo Schlumberger
ideal (4.7), permite escrever a resistividade aparente para o arranjo Schlumberger ideal:

. 9 > 1-— Gl €_2>\h1
pa,Si = pP1 1 +a . m —1 )\Jl()\a) dXp . (425)

Por outro lado, considerando o arranjo Schlumberger a quatro eletrodos dado na figura 4.1,

a resistividade aparente é dada por
a> b] [*®[1—-G e M
ma=on {1+ |5 =2 [T [ - 1] - v2) - e+ v/

(4.26)
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Para completar, podemos escrever que a resistividade aparente para o arranjo dipolo-
dipolo é dado por

n(n+1)(n+2)a "

Pa,dip-dip = P1 {1 + 5

o0 _ e—2)\h1
/0 [L(éﬁ = 1| [Jo(Ana) = 2Jo(A(n + 1)a) + Jo(A(n + 2)a)] d)\} .
(4.27)

4.1.5 Curvas de resistividade aparente para camadas horizontais

A seguir, apresentaremos e discutiremos alguns aspectos associados as curvas de resistividade
aparente para situacoes de 2 e 3 camadas.

e A figura 4.2 mostra as resistividades aparente Wenner e Schlumberger (ideal) em fungao

do espacamento a, para o caso de d&lE_%S camadas horizontais. E interessante obserga_r as
oo 2= oo =

100 100 100 100
3 Arranjo Wenner 50 1 Arranjo Schlumberger /. 50
Pa { Modelo de 2 camadas i Pa { Modelo de 2 camadas it
Zss 20 Z 20
10 - 10 10 = 10
o 5 5
— —
1 1
0.5 0.5
\_ 0.2 " 0.2
0.1 \ 0.1 0.1 N\ 0.1
\ 0.05 | 0.05
§\ &\
0.02 0.02
0.01 0 0.01 0.01 5 0.01
0.1 1 10 100 a 1000 0.1 1 10 100 a 1000

Figura 4.2: Resistividades aparentes Wenner e Schlumberger em funcao do espacamento a,
para o caso de duas camadas horizontais com p; = 1, hy = 1, e diversos valores de p

diferencas e similaridades existentes entre os graficos obtidos com os arranjos Wenner
ou Schlumberger. Todos gréaficos tém um comportamento assintético para pequenos
e grandes valores de a, exceto para o caso em que ¢ nula a resistividade da segunda
camada. Para os pequenos valores a, a resistividade aparente tende para o valor da
resistividade da camada superficial, enquanto que para grandes valores, a tendéncia
é para o valor da resistividade da segunda camada, a inferior. O comportamento as-
sintético para o valor da segunda camada ¢ mais acentuado quando a resistividade da
segunda camada ¢ inferior a resistividade da primeira.

Um outro fato a ser demonstrado mais adiante é que, quando a segunda camada ¢ infini-
tamente resistiva, a curva da resisitividade aparente tende assintoticamente para retas
inclinadas a 45°, nas escalas escolhidas para representar as curvas, qual seja, o tamanho
das décadas das escalas log na horizontal e na vertical é o mesmo. Independente desse
fato, a assintota para o arranjo Wenner é dado pela expressao

a

o =p1—2In2, 4.28

Pa,w sy P1 Iy ( )
p2—00



Meétodos Elétricos — Notas de aula 39

enquanto que, para o arranjo Schlumberger ideal, por

a
a,S'% = P 4.29
Pa,s sy P1 Iy ( )

p2—00

e As figuras 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 seguintes apresentam as curvas de resistividade aparente
obtidas para o arranjo Schlumberger sobre uma estrutura de trés camadas horizontais.

Nessas figuras, duas situacoes estao exemplificados aos pares. Na primeira situacao,
sao mantidas constantes as resistividades e espessuras da primeira e segunda camadas,
enquanto é variada a resistividade da terceira. Na segunda situacao, sao mantidos
constantes as resistividades das trés camadas e a espessura da primeira, enquanto é
variada a espessura da segunda.

Essas variacoes, ora da resistividade, ora da espessura, tém o objetivo de ressaltar as
combinagoes nas quais, por exemplo, se prejudica inclusive o reconhecimento do modelo
de trés camadas, o que, sem duvida, compromete o trabalho de interpretacao.

As curvas de resistividade aparente de trés camadas sao tipificadas de acordo com a
relacao entre as resistividades das trés camadas. Assim,

— se pl > ps < ps3, a curva é dita do tipo H,

se pl < py > ps3, a curva ¢ dita do tipo K,
se pl < ps < p3, a curva é dita do tipo A, e

se pl > ps > p3, a curva é dita do tipo Q.

Nas condi¢oes modeladas para a figura 4.3, observa-se que tendem a ficar indistinguiveis,
as curvas tipo H para grandes valores da resistividade da terceira camada. A figura

100 , 100 :
i Arranjo Schlumberger i Arranjo Schlumberger §
pa 4 Modelo de 3 camadas pa 4 Modelo de 3 camadas // // p
10 p;=1, h;=1, p,=.1, h,=10 20302 10 p;=1, h=1, p,=d, pa=es ) / // /
Z 1u oS
7~ 0 oS /
/——-— ) =0 ] J/ / /
1 //’ 1 1 _ . 3/ /J ’ /
b Z 5 N 197 s
~ oU/
\ g 2 N 10
\ — : \ /
0.1 S 1 0.1 ~——
0.01 0.01
0.1 1 10 100 a 1000 0.1 1 10 100 a 1000

Figura 4.3: Resistividades aparentes Schlumberger em funcao do espagamento a, para o caso
de trés camadas horizontais, tipo H

exemplificando variagoes da espessura da segunda camada mostra, com clareza, a cres-
cente dificuldade da estimativa visual da resistividade da segunda camada quando sua
espessura encontrar-se simplesmente abaixo de 10, ou seja, dez vezes a espessura da
primeiral
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Na figura 4.4, as diversas curvas tipo K ali representadas mostram-se mais homoge-
neamente distribuidas, facilitando estimativas visuais. Porém, a curva da resistividade

100 _ 100 :
1 Arranjo Schlumberger 1 Arranjo Schlumberger
Pa { Modelo de 3 camadas Pa { Modelo de 3 camadas
=1, h.=1, p,=10, h,=10 Ps= =1, h.=1, p,=10, p,=.1
10 Ps P2 2 10 10 P1 P2 3
) - 5 y \
N\ —_ \
/ ™ 2 / . \\
AN . \
1 ~ N 1 1 < \ \ \
5 B \\ \ ’.2(:‘\ 100
2\ 3\ \
2 "IN\ \
0.1 \ 1 0.1 N \ \
\ .05
\
\ .02
0.01 .01 0.01
0.1 1 10 100 a 1000 0.1 1 10 100 a 1000

Figura 4.4: Resistividades aparentes Schlumberger em funcao do espacamento a, para o caso
de trés camadas horizontais, tipo K

aparente é mais sensivel a espessura da segunda camada, se comparado com o que ocorre

nas curvas tipo H, considerando o afastamento da resistividade aparente, do valor da
resistividade da segunda camada.

Além disso, conforme se apresentam na figura 4.5, as curvas tipo A ficam, com o aumento
da resistividade da terceira camadas, indistinguiveis até quanto ao numero de camadas
do modelo representado, mostrando o grau de dificuldade para se extrair informacoes

100 3 _ 100 100 3 : -
1 Arranjo Schlumberger 50 1 Arranjo Schlumberger 922 g
Pa 4 Modelo de 3 camadas S Pa 4 Modelo de 3 camadas 4 g
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10 : 10 10 e
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0.1 0.1
0.01 0.01
0.1 1 10 100 a 1000 0.1 1 10 100 a 1000

Figura 4.5: Resistividades aparentes Schlumberger em funcao do espacamento a, para o caso
de trés camadas horizontais, tipo A

sobre a camada intermedidria inclusa numa sucessao de camadas com resistividades
crescente.

Apesar de uma ligeira diminuigao das dificuldades relacionadas as curvas tipo A, con-
tinuam persistindo problemas similares com as curvas do tipo Q, que encontram-se
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representadas na figura 4.6.
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Figura 4.6: Resistividades aparentes Schlumberger em funcao do espagamento a, para o caso
de trés camadas horizontais, tipo Q

A escolha da escala log-log nao é uma mera opgao. Observando as expressoes (4.13) e (4.14)
das resistividades aparentes, podemos deduzir que ambas as funcoes podem ser expressas na
forma do produto:

pa = p1 f(p2/p1,a/z1). (4.30)

onde devemos destacar que f representa uma fungao das razoes ps/p; € a/z;. Isto significa que,
na escala log-log, curvas para diferentes valores de p;, porém mantida constante a razao ps/p;
e o valor de zp, traduzem-se em diferentes curvas as quais, entre si, sao exatamente iguais
a menos de um deslocamento na direcao do eixo representando a resistividade. Por outro
lado, se mantivermos constantes p; e po, diferentes valores de z; traduzem-se em diferentes
curvas iguais a menos de deslocamentos na direcao do eixo representando a distancia a. Em
resumo, entao, a menos de um maior detalhamento com relacao a outros valores de py, as
curvas mostradas na figura 4.2 representam todas aquelas para o modelo de duas camadas
horizontais, bastando para isso, multiplicar a escala horizontal pelo real valor de 21, e a escala
vertical e os parametros da curvas pelo real valor de p;.

A generalizagao da expressao (4.30) para um numero qualquer de camadas pode ser vi-
sualizada por inspegao das expressoes da resistividade aparente Wenner (4.23) e Schlumber-
ger (4.25) obtidas com uso da formulacdo integral. Para tanto, deve-se fazer Aa = £, por
exemplo, e observar como isso afeta as funcoes. O que se quer dizer é que para n-camadas,
a generalizagao da funcdo f da expressao (4.30) é fungao: (i) das razoes das resistividades,
como pode ser deduzido tendo em vista a expressao de G; (4.17), e (ii) das razoes de a/h;,

pois Ah; = &hg/a.

4.1.6 Interpretacao por coincidéncias parciais

O método de interpretagao por coincidéncias parciais consecutivas é um processo grafico, ma-
nual, que se faz repetindo-se a concordancia de curvas de duas camadas a partes consecutivas
dos dados plotados em uma escala log-log, num papel translicido ou transparente.
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Na primeira concordancia, sao determinadas a resistividade e espessura da primeira ca-
mada e a resistividade da segunda. Para a realizacao da segunda concordancia, que permitira
obter a espessura da segunda camada e a resistividade da terceira, aglutina-se a primeira e a
segunda numa camada ficticia, denominada camada equivalente 1. Esta camada equivalente
sobrejacente a terceira recria a situacao de “duas camadas” para ser analisada pelo método
da concordancia com as curvas tedricas de duas camadas, a fim de se obter a resistividade da
terceira e espessura da segunda camada.

Se for necessario considerar uma quarta camada, a continuagao deste processo se faz
aglutinando-se a camada equivalente 1 com a terceira, formando uma camada equivalente 2
que, sobrejacente a quarta, recria para analise a situacao de duas camadas que, analogamente
a0 passo anterior, permitird definir a resistividade da quarta e a espessura da terceira.

Para dar inicio ao processo de concordanca, uma das primeiras decisoes deve ser o es-
tabelecimento do nimero de camadas do modelo geoelétrico a ser atribuido aos dados em
investigacao. Como visto nos exemplos de curvas de trés camadas, o comportamento as-
sintotico das curvas de resistividade aparente ¢ indicativo do niimero de camadas. Porém,
sob determinadas circunstancias, este comportamento ¢ prejudicado, restando somente veri-
ficar as alteracoes de como esta se dando a variacao da seqiiéncia dos dados de resistividade
aparente. No minimo, o fato dos valores da resistividade aparente se apresentar crescente
ou descrescente com o espacamento, é uma indicacao evidente que pelo menos duas camadas
estao envolvidas e cada alteracao no sentido de variagao ¢ indicativo para se acrescentar uma
camada ao modelo a ser ajustado. Cabe salientar que as curvas de resistividade aparente
de modelos em que trés das suas camadas se apresentam, seqiiencialmente, com resistivida-
des crescentes ou decrescentes, trazem o incoveniente de serem dificeis de ser reconhecidas
como tal, conforme se pode visualizar nos exemplos apresentados para curvas de resistividade
aparente tipo A e Q.

Sem aventar qualquer camada equivalente, o processo de interpretagao por coincidéncias
parciais tem inicio considerando aqueles pontos dos dados (p,, a) relativos aos espagamentos a
que se mostram ter influéncia limitada, preponderantemente, as propriedades elétricas da
primeira e segunda camadas. A explanacao que se segue divide-se em cinco partes, das quais
as quatro primeiras tratam dos processos de interpretacao das curvas tipo A, K, He Q, e a
quinta aplica os métodos apresentados em um exemplo de quatro camadas.

Curvas de trés camadas tipo A

A figura 4.7a apresenta os dados de trés camadas (marcas circulares) sobrepostos a uma das
curvas teodricas de duas camadas. Apoés esse ajuste, marca-se no papel contendo os dados,
o ponto de coordenadas (1,1) das curvas tedricas. Este ponto, no referencial dos dados,
tem como coordenadas (hq,p1). O valor da resistividade p; multiplicado pelo parametro da
curva concordante (3 no exemplo) determina a resistividade ps da segunda camada. Entao,
neste exemplo, p; = 2.5, hy = 3 e po = 7.5. Considerando o que foi dito no inicio, o
passo seguinte seria procurar uma curva de duas camadas que concordasse com um segundo
trecho de dados. Porém, como foi explicado, devemos aglutinar as duas primeiras camadas
para formar uma equivalente 1. Contudo, na medida em que a espessura da segunda camada
ainda esta para ser determinada, a camada equivalente nao pode ser univocamente conhecida.
Assim, considerando que a resistividade p.; e a espessura h.; da camada equivalente sao
funcoes de pq, hy, po € hy, podemos escrever

per = p1 Pea(p2/p1, ha/hi), (4.31)
hei = hi hey(p2/p1, ha/hn). (4.32)
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Figura 4.7: Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados do
tipo A relativo ao arranjo Wenner

Assim, ao variarmos hg, 08 pontos (he1, pe1) 10 plano p, X a formam uma curva, denominada
auxiliar. Como a camada equivalente é a prépria primeira quando hy = 0 e tende a coincidir
com a segunda quando hy — o0, a curva auxiliar parte do ponto (hi, p;) e, para grandes
valores de hs, tende assintoticamente para a reta p, = p. No nosso exemplo, esta curva
esta tracada no papel dos dados conforme mostra a figura 4.7b. Ela foi reproduzida de um
conjunto de curvas auxiliares do tipo A, conforme mostra a figura 4.8a. A elaboragao deste
conjunto de curvas assim como as demais relativas aos outros tipos pode ser encontrada em

Keller e Frischknecht (1966).

A etapa seguinte é a coincidéncia do segundo trecho dos dados a uma das curvas tedricas
de duas camadas restringindo a localizacao do ponto referente a primeira camada tedrica
a curva auxiliar ja desenhada. Esta solucao estd exemplificada na figura 4.7c. O ponto de
coordenadas (1,1) das curvas tedricas deve ser marcado no papel dos dados, e suas coordenadas
interpretadas como (hey, pe1). O valor p; multiplicado pelo parametro da curva concordante
(3 no exemplo) é o valor da resistividade p3 da terceira camada. Assim, lendo as coordenadas,
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Figura 4.8: Colegao de curvas auxiliares: (a) tipo A, (b) tipo H, (c) tipo Q, (d) tipo K

temos que (het, pe1) = (50,7), entdo, ps3 =3 x 7= 21.

Conforme mostra a figura 4.7d, apds o reposicionamento da folha de dados sobre o conjunto
das curvas auxiliares, o parametro da curva tracejada, que passa pelo ponto (hei, pe1), é 0
valor da razao hy/h; (15 no exemplo), o que permite a determinagao do valor de hg, no caso,

15 x 3 = 45.

Curvas de trés camadas tipo H

A figura 4.9a apresenta os dados de trés camadas do tipo H (marcas circulares) ja sobrepostos
a uma das curvas tedricas de duas camadas. Assim, dessa concordancia, temos que (hy, p1) =
(3,25) e p2/p1 = 0.1, ou seja, py = 2.5.

As duas etapas seguintes sao o tracado da curva auxiliar e a busca da concordancia da
segunda parte dos dados. Conforme mostra a figura 4.9b, o tracado da curva auxiliar é
feita reproduzindo-se a curva cheia, de parametro ps/p; (0.1 no exemplo), do conjunto de
curvas auxiliares tipo H mostrado na figura 4.8b. A concordancia com as curvas tedricas
de duas camadas estd mostrada na figura 4.9¢, com a marcacao do ponto (he1, pe1), ou seja,
(het, per) = (30,2.7). O parametro da curva concordante (5 no caso) multiplicado por p.
fornece o valor de ps, ou seja, ps =5 x 2.7 = 13.5.

Para finalizar, conforme mostra a figura 4.9d, reposicionamos a folha de dados sobre o
conjunto de curvas tipo H para obter o parametro hy/h;. Neste exemplo, o parametro da
curva tracejada que passa pelo ponto representando a camada equivalente 1 vale 9, e assim,

he =9 x 3 =27.
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Figura 4.9: Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados do
tipo H relativo ao arranjo Wenner

Curvas de trés camadas tipo K

Considerando a figura 4.10a, temos os dados marcados por circulos e a concordancia feita
com uma das curvas tedricas de duas camadas, no caso, a de parametro de valor 3. Assim,
no exemplo, temos que (hq,p1) = (3,2.5) e po = 3 x 2.5 = 7.5. Reproduzido do conjunto de
curvas auxiliares tipo K mostrado na figura 4.8c, o tragado da curva de parametro py/p; = 3
estd mostrado na figura 4.10b. Assim, passando-se a etapa da sobreposicao da segunda parte
dos dados, a figura 4.10c mostra o resultado, do qual podemos obter que (he1, pe1) = (54, 7).
O parametro da curva concordante (0.2 no caso) multiplicado por p.; fornece o valor de ps,
ou seja, p3 =02 x7=14.

Conforme indica a figura 4.10d, apds o reposicionamento da folha de dados sobre o con-
junto das curvas auxiliares utilizado, verificou-se que o parametro hs/h; da curva tracejada
que passa pelo ponto (her, pe1) vale 15, ou seja, hy = 15 x 3 = 45.
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Figura 4.10: Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados do
tipo K relativo ao arranjo Wenner

Curvas de trés camadas tipo Q

Conforme indica a figura 4.11a, temos os dados marcados por circulos e a concordancia sendo
feita com a curva de parametro de valor 0.1, do conjunto das curvas tedricas de duas camadas.
Assim, neste exemplo, temos que (hy,p1) = (3,25) e po = 0.1 x 25 = 2.5. Reproduzindo
do conjunto de curvas auxiliares tipo Q mostrado na figura 4.8d, a curva de parametro
p2/p1 = 0.1, o seu tracado estd mostrado na figura 4.11b. Assim, conforme a figura 4.11c,
com a sobreposi¢ao da segunda parte dos dados obtemos (he1, pe1) = (27,2.6), além do valor
do parametro da curva concordante (0.3 no caso) o qual multiplicando p.; fornece o valor de
ps, ou seja, ps = 0.3 x 2.6 = 0.78.

Encerrando, a figura 4.11d apresenta o resultado do reposicionamento da folha de dados
sobre o conjunto das curvas auxiliares utilizado, mostrando a curva tracejada que passa pelo
ponto (he1, pe1), cujo parametro hy/hy vale 9, ou seja, hy =9 x 3 = 27.
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Figura 4.11: Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados do
tipo Q relativo ao arranjo Wenner

Curvas de quatro camadas tipo QH

O exemplo a ser analisado é um conjunto de dados de uma sondagem elétrica vertical com o
arranjo Wenner, na superficie de um meio , conforme estd mostrado na figura 4.12a. Face ao
comportamento dos dados, vamos presumir que se trata de uma situacao de quatro camadas
horizontais, no minimo. Além disso, ainda com base nesse comportamento, vamos supor que
as resistividades das quatro camadas dispoem-se com a seguinte relagao: p; > py > p3 < ps. A
tipificacao QH resulta da analise de trés em trés camadas, das relagoes entre as resistividades.
Assim, como a relagao p; > ps > p3 € do tipo Q e a relagdo py > p3 < p4 € do tipo H, a curva
com p; > po > p3 < py € classificada como QH.

Sendo assim, o processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar deve ser conduzido
usando curvas auxiliares tipo Q, seguido do uso das do tipo H quando se considerar a quarta
camada.

As figuras 4.12b, 4.12¢, 4.12d e 4.13a mostram as etapas de interpretagao pelo método
do ponto auxiliar como se tratasse de um caso de trés camadas tipo Q, ignorando os dados
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Figura 4.12: Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados do
tipo QH relativo ao arranjo Wenner

de resistividadade aparente para valores de espacamento maiores que 70, que se mostram
ponderados pela caracteristicas da quarta camada. Assim, as etapas que vao do dado inicial
(fig. 4.12a) até a etapa representada pela figura 4.13a, podem ser sintetizadas pela quadro a
esquerda da figura 4.14.

As etapas seguintes visando a determinacgao dos valores de p4 e hs, estao ilustradas pelas
figuras 4.13b, 4.13c e 4.13d, e o resumo dessas etapas encontra-se mostrado no quadro a
direita da figura 4.14.

As dltimas trés figuras representam, respectivamente, (i) o tragamento da curva auxiliar
tipo H de valor py/p; = 0.6, vinculado ao ponto (he1, pe1), (ii) a coincidéncia dos dados finais
a uma das curvas tedricas de duas camadas, para a determinacao do ponto (hes, pe2) € 0
parametro da curva concordante (p3/pe2) mostrando, no exemplo, que (hea, pe2) = (82,3.8)
e (p3/pe2) = 3, e (iii) a verificacdo da curva hg/hy, que passa pelo ponto (hes, pe2), cujo
parametro deve ser interpretado como a razao hs/hei, no caso, valendo 3.
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Figura 4.13: Passos do processo de interpretacao pelo método do ponto auxiliar, de dados do
tipo QH relativo ao arranjo Wenner
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Fig. 4.12b
25
2
15
(0.6 x 25) | Fig. 4.12d | Fig. 4.13a
ho 20
(10 x 2)
P3 3
(0.2 x 15)
Pel 15
het 20 Fig. 4.13c | Fig. 4.13d
hs 60
(3 % 20)
P4 3
(3 x 3.8)
Pe2 3.8
heo 82

ner, ilustradas nas figuras 4.12 e 4.13




Meétodos Elétricos — Notas de aula 51

4.2 Problemas

1. Deduza a expressao do fator geométrico para os arranjos Wenner, Schlumberger, dipolo-
dipolo e polo-dipolo.

Suponha um levantamento sendo feito com os eletrodos enterrados (a grandes profun-
didades). A fim de particularizar, considere que os quatro eletrodos estao equiespacados,
alinhados horizontalmente, como se fosse o arranjo Wenner enterrado, e, aplicando o conceito
de resistividade aparente, deduza a expressao para o fator geométrico dessa situagao.

2. Os dados mostrados na tabela a seguir sao os resultados de um levantamento de eletrorre-
sistividade usando o arranho Schlumberger, feito no Campus de Ondina da UFBA. Obtenha
o modelo geoelétrico correspondente, usando o modelo de camadas horizontais.

AB/2 MN2Z  pa AB/2 MN2Z  p.
No. (m) (m) ohm.m | No. (m) (m) ohm.m
1 1,5 0,5 59,5 11 20 0,5 21,5
2 20 05 547 |12 2 25 229
3 3,0 0,5 48 4 13 30 2,5 20,1
4 40 05 429 | 14 40 25 218
5 5,0 0,5 388 | 15 40 10 21,0
6 6,0 0,5 36,3 16 50 2,5 32,3
7 8,0 0,5 31,3 17 50 10 23,5
8 10 0,5 27,5 18 60 10 26,6
9 15 0,5 24,3 19 80 10 37,1
10 15 2,5 25,6 | 20 100 10 47,5

4.3 Referéncias

Keller, G. V. e Frischknecht, F. C. (1966) Electrical methods in geophysical prospecting,
Pergamon Press, England.
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Capitulo 5

Métodos Numeéricos

Neste capitulo abordaremos dois temas. O primeiro ira tratar da avaliacao das resistividades
aparentes Wenner e Schlumberger, dadas pelas integrais (4.23) e (4.25). O segundo tema sera
a modelagem numérica de problemas de eletrorresistividade a corrente continua.

5.1 Integracao com filtragem digital

Para abordar a técnica de integracao utilizando filtragem digital, vamos apresentar e discutir
alguns conceitos fundamentais, sem grandes aprofundamento no formalismo.

5.1.1 Série de Fourier

Considere uma fungao f(t) de periodo 2x. Isto significa que f(t + 2nw) = f(t), n=1,2,...
Vamos supor que existe uma série trigonométrica de forma que

f(t) = % + Z (a, cosnt + b, sennt), (5.1)

n=1

onde a, e b, sao coeficientes a serem determinados. Desta forma, tirando vantagem das
propriedades de ortogonalidade que as funcoes senos e cossenos possuem, quais sejam:

+m
/ senntcosmtdt = 0, Vn,m >0 (5.2)
+m
/ cosntcosmtdt = { 0 senm, (5.3)
. T osen=m
+7
/ senntsenmtdt = { 0 senzm, : (5.4)
. T osen=m

multiplicamos a equagao (5.1) por cosmt, (m > 0), e a integramos de —m a +m. Assim,
podemos escrever

+m
f(t) cosmtdt = a,7. (5.5)
Similarmente, multiplicando por sin mt, obtém-se
+m
f(t)senmtdt = by,. (5.6)

23
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O termo ag é obtido pela integragao de —m a +, ou seja,
+m
f(t)dt = ag. (5.7)

Esses resultados estabelecem que os coeficientes a,, e b, podem ser determinados por

1 [

a, = — f(t)cosntdt, (n>0), (5.8)
™ —Tr
1 [t

b, = - f(t)sinntdt, (n>0). (5.9)

Exemplo 1

Considere a onda quadrada na fig. 5.1. Por se tratar
+1 de func¢ao impar, todos os coeficientes a,, serdao nulos.

Assim, usando a equagao (5.9), podemos escrever que
-7 + t
2 (7 . 2
bp== [ (+1)sinntdt = —(1—cosnm). (5.10)
1 m™Jo nm

Desta expressao, podemos constatar que os coeficientes
de indice par também serao nulos e os impares alternam
entre positivos e negativos. Isto significa que a onda
quadrada pode ser representada por:

Figura 5.1: Onda quadrada

4 3t 5t Tt

[onda quadrada] = — ( sent — L, UL L (5.11)
T 3 5 7
Exemplo 2
Considere a onda triangular na fig. 5.2. Por se tra-
|+7/2 tar de funcao par, todos os coeficientes b,, serao nulos.
\ /\ /\ / Assim, usando a equagao (5.9), podemos escrever que
- +m t
2 [T 2
an = —/ (—E +t> cosntdt = T(cosmr —1).
/2 T Jo 2 nAm

(5.12)

Também, neste caso, podemos constatar que os coefi-
cientes de indice par também serao nulos e os impares
alternam entre negativos e positivos. Assim, a onda
triangular em questao pode ser representada por:

cos3t cosbt cosTt
— t - — e . 1
< cost + 9 55 + 19 > (5 3)

Figura 5.2: Onda triangular

[onda triangular] =

EREN

Como fizemos a onda quadrada da fig. (5.1) ser a derivada da onda triangular da fig. (5.2), o fato
também se repete nas representagoes em série deduzidas, ou seja, cada termo da série da onda
quadrada é derivada do termo correspondente da série da onda triangular.
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Quando o periodo da fungao é diferente de 27, digamos 7', a funcao tem a seguinte carac-
teristica f(t = nT) = f(t),n = 1,2,.... Neste caso, as expressoes da série e dos coeficientes
sao dadas por:

o0

2 2
ft) = % + ; (ay, cos n%t + by, sen n%t), ou (5.14)
ag >
fit) = 5 + ; (ay, cos nwt + by, sen nwt), (5.15)
onde w =27/T, e

2 [T/ 2
a, = —/ f(t) cos nlt dt, (n>0), (5.16)

/2 T

+T/2 or
b, = —/ t)sinn—tdt, (n >0). (5.17)

/2 T

Considerando as relagoes cos = (e + ™) /2 e sinf = (e — e7)/(2i), onde i = /1,
a série de Fourier pode ser escrita como:

fit)y = S+ Z { (—Wt te mwt) + by (—em ;ie_im)] , (5.18)

ap - 1 . inw 1 . —inw
— ?+Z [i(an—zbn)e t+§(an+zbn)e t} , (5.19)

n=1
-1

1 . inw Qo - 1 . inw
— Z {5 (an +iby) e t] + > + nz:l {5 (an —ib,) e t} ; (5.20)

n=—oo

+o0

ou f(t) = > c,e™, (5.21)

n=—00
onde

(1/2)(an +ib,) sen <0,

Cp = (1/2)ag se n =0, ou (5.22)
(1/2)(an —ib,) sen > 0.

(5.23)

Entretanto, é possivel estabelecer que

1 +T/2 '
Cn = = / f(t)e ™ dt, (5.24)
T J 1)

tanto pelas definicoes de a,, e b, como considerando a ortogonalidade das exponenciais com-
plexas, representada pelo fato de que

+T/2 ) )
/ emwt e—zmwt dt — { O s€en 7é m, ou (525)

T2 T sen=m.
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5.2 Diferencas finitas

Diversos métodos tém sido empregados para a modelagem numérica de problemas de eletror-
resistividade a corrente continua: equagoes integrais (Oppliger, 1984), métodos de elementos
finitos (Fox et al., 1980) , métodos de diferengas finitas (Mufti, 1976; Dey e Morrison, 1979;
Zhao e Yedlin, 1996b) método espectral de Chebyshev em multidominio (Zhao e Yedlin,
1996a), e métodos do contornos de elementos (Xu, Zhao e Ni, 1998) que é um caso es-
pecial do método de integracao. Cada técnica tem suas proprias vantagens e adequacao a
determinadas geometrias do modelo em estudo (Zhao e Yedlin, 1996b).

5.2.1 Modelagem 3-D

Seguindo Dey e Morrison (1979), vamos apresentar as etapas que controem as equagoes
de diferencas finitas para o estudo da distribuicao do potencial elétrico ¢ em condigoes de
corrente continua, para modelos tridimensionais de uma terra plana.

O potencial elétrico deve obedecer a equacao diferencial

=V - (oV) =10(x — x5,y — Ys, 2 — 25), (5.26)

onde o é a condutividade elétrica e Id(x — x5,y — ys, 2 — 25) representa uma fonte de corrente
elétrica pontual, localizada em (g, ys, z5). Além da equagao diferencial, o potencial elétrico ¢
deve satisfazer as condigoes de contorno na superficie I' que limita a regiao R em estudo.
A condigao de contorno a ser satisfeita é do tipo

a¢(x7 y? Z)

o = ,2) (5.27)

a{(x7 y7 Z)¢<x7 y? Z) —"_/B(aj’ y7 Z)
com «(z,y,2) >0, B(x,y,2) >0,ea+ [ >0.

Discretizagao do problema de resistividade tridimensional

Para simular um semi-espaco com uma distribuicao arbitraria da condutividade elétrica,

vamos considerar uma grade trimensional, retangular, com lados paralelos aos eixos x, y e

z. Esta grade é formada por L pontos na direcao x, M pontos na direcao y e N pontos na

diregao z, conforme ilustra a figura 5.3. Além disso, tomando como referéncia o né (i, j, k),
1,1,1

Figura 5.3: Grade tridimensional com L x M x N nés

vamos denominar por: (i) Az;, a distancia na direcao x até o né (i + 1,4, k), (i) Ay;, a
distancia na diregao y até o né (i,5 + 1,k), e (iii) Az, a distancia na dire¢do z até o né
(i,7,k +1).
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(,,k +1)
Figura 5.4: Elemento de volume AV, associado a um né (4, j, k) interior a R

Assim, como mostra a figura 5.4, AV;;; é o volume do prisma com o né (i, j, k) em seu
interior, cujas faces sao planos medianos aos segmentos que vao deste né aos seus vizinhos:
(t+1,75,k), i —1,7,k), (3,7 + 1, k), (1,7 — 1,k), (i,4,k+ 1) e (i,j,k — 1), sendo, portanto,

AViip— (Az; + Azi)(Ay; +8ij+1)(AZk + Azpy1) (5.28)

Com relacao a condutividade elétrica discretizada por essa grade, vamos considerar que
0,k refere-se ao volume do prisma delimitado pelos nés (i,7,k), (i + 1,5, k), (4,7 + 1, k),
i+ 1,74+ 1k), (6,5,k+1), i+ 1,5,k+1), (6,j+Lk+1)e(@+1,j+1,k+1).

Com essas hip6teses, para cada n6 (i, j, k) ao qual refere-se o potencial ¢; ;; desconhecido,
podemos integrar a equacao (5.26) sobre o volume AV; ;, ou seja,

- ///v -(0V9) dz;dy; dzy, = (w5, s, 25)- (5.29)

AV, ik

Aplicando-se o teorema da divergéncia, podemos reescrever a equag¢ao anterior como

_// UV(b : dSi,j,k = _//U? dS@j,k = I(xs;yswzs)a (530)
n
S, S.

i,k 0,5,k
onde n ¢ a diregao normal, para fora da superficie S; ;.

Teremos, entao, que desenvolver esta integral de superficie para todos os nés da grade.
Porém, os nés localizados em I' constituem-se em excegoes a serem analisadas individualmente
ou em grupo, quais sejam, as oito quinas, doze arestas e seis superficies.
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Nés no interior da regiao R

Retomando a figura 5.4, o fluxo de corrente sera aproximado pela soma de seis parcelas,
correspondendo uma a uma as seis faces do volume AV} i, ou seja,

O0bi jk Gi—1jk — Pijk Ay; Az, Ay Az
// Oijk (?777% ds; i ~ jA:v—_lj O-i—l,chJT + Uz‘—1,j,k—1#1 (5.31)
Si gk

Ay 1Az Ay 1Az,
+ Uz’—l,j—l,k—lj— + +Ui—1,j—1,kJ7
4 4
. Pivijh — Pigh | - AyiBdzx - AY;_18z
ASITZ' 0,5,k 4 i,j—1,k 4
ij—lAZk—l ijAZk—l
+ Ui,jfl,kflf O'i,j,kflT
¢z’j—1 E— ¢z’j k Ax; Az, Az 1Az
+ —— =0 i kg~ T 0411k
ijfl J—Lk 4 1,j—1,k A
AZEi_lAZk_l AIZAZk_
‘o1 j1k1———— + Ui,jfl,kflil
4 4
n Dijirk — Gigr | AxiAzg . Az Az
ij 1,7,k 4 i,5,k—1 4
A[Ei_lAZk_l Axi_lAzk
+ Tiljh—1— + Oimljh ™
+ ¢ . k—1 ¢ g,k ikt Y + i1kt Yj—1
Az b 4 b 4
Az 1Ay Ax;_1Ay;
+ Ui—l,j—l,k—lfj Uz‘—l,j,k—lTj
+ §bz’,j,k+1 - gb@j,k N AmszJ o ‘ Axi_lij
A,Zk 4,7,k 4 i—1,5,k 4
Az 1Ay Ax;Ay;_y
+ Uifl,jfl,kfj + Ui,jfl,kfj .

Este resultado junto com a equagao (5.30) permite-nos escrever, para cada né interno a R,
uma equagao em termos de coeficientes de acoplamento:

ijk ijk ijk ijk
C Gi—1jk+ +C' Git1,5k + C Gij—1k + g Gijr1pt (5.32)
—x xT Yy Yy

ijk ijk ijk
C @ijr—1+ J(FJ Gijrr1 + (fj Gijg = 1(xs,ys, 2s),
—Z A
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onde
ijk 1 Ay; Az Ay;Azp_q
_ 2k g —— 5.33
¢ Az, |7y imlik-17y (5:33)
Ay 1Az, Ay 1Az
+ 07;—1,3—1,k—1% +Ui—1,j—1,k$
ijk 1 Ay;Azy Ay;_1Az
= — » il 5.34
Y Ax, |70 T (5:34)
Ay 1Az, Ay: Az
+ Oij—1k-1 Yi 14 bl 04j,k—1 y]4 kol
ijk 1 Ax; Az, Ax;_1Az,
= — i i p————— 5.35
_C; Ay Tij=1h™ 4 + 011k 1 ( )
Ax; 1Az, Ax; Az
+ Uz‘—1,j—17k—1+]€1 + Ui,j—l,k—l%
ijk 1 Ax; Az, Ax; Az
= — i ] 5.36
+C; Ay, Tijk T + 0ijk—1 1 ( )
Axi_1Az,_ Ax;_1Az
+ Ui—17j,k—l+kl + Ui—l,j,k?lk
ijk 1 Az;Ay; Ax; Ay
= — — 0 — ] ————— 5.37
iyt Az Tigh1 4 + 011 4 ( )
Al’i, Ay;_ A.ﬁlﬂ'l’, Ay,
+ O'Z‘_Lj—l,k—llTle Ui—l,j,k—lle]
_ » g 5.38
g AZk Oi,jk 4 +o 1,5,k A ( )
Al'i, Ay;_ AxlA i—
+ Ui—l,j—l,leyjl + Ui,j—l,k%
ijk ik ik ik igk gk ijk
C=—-|C+C+C+C+C+C (5.39)
P -z 4z -y Yy -z +z

No6s na interface I'

Nos nés localizados na superficie I', devemos considerar as equacoes relativas as condigoes de
contorno. A consideracao que o modelo refere-se a uma terra plana, devemos considerar a
condigao do tipo Neumann na superficie correspondente aos nés (i, j, 1), ou seja,

9¢
o— =0, (5.40)
an
onde 7 ¢ a direcao normal a superficie.
Nas demais interfaces planas, devemos escolher um mecanismo para substituir a auséncia

da distancia infinita na simulacao. Ao se afastar essas interfaces, tanto da fonte de corrente
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como das heterogeneidades, espera-se que os valores no contorno aproximem-se, assintotica-
mente, de valores, que podem ser especificados com base nas solugoes para o meio homogéneo
ou meio acamado, constituindo-se, dessa forma, em condigoes de contorno do tipo Dirichlet.

Porém, quando a distribuicao da condutividade for arbitraria, torna-se dificil estabelecer
um modelo primario adequado, com solucao analitica, para estabelecer os valores de contorno.
Nessa situacao, pode-se supor que o potencial no contorno é nulo (condi¢ao de contorno do
tipo Dirichlet) ou que a corrente normal a superficie de contorno é nula (condigao de contorno
do tipo Neumann). Contudo, tais consideragoes tém resultado em subestimacao (primeiro
caso) ou sobreestimagao (segundo caso) do potencial além de uma certa distancia da fonte
(Coggon, 1971).

Assim, a utilizagdo de uma condigao de contorno do tipo mista (Dey e Morrison, 1979)
pode ser mais adequado. Para tanto, vamos considerar que, longe da fonte e das heteroge-
neidades, o comportamento do potencial elétrico é do tipo

¢=A/r, (5.41)
e, por conseguinte,
¢ A
¢
= —cos 9, (5.43)

onde # é o angulo entre a diregoes radial e normal a interface. Esta condicao de contorno
do tipo mista usa o comportamento fisico do potencial nas superficies de contorno distantes
e nao requer um conhecimento “a priori” tanto do potencial como sua derivada normal em
termos de um modelo primério de estrutura de condutividade. Além disso, tem a vantagem
inerente da pouca necessidade de se reduzir o refinamento da grade préximo aos limites e,
simultaneamente, as reflexoes devido as fontes virtuais ao longo das arestas sao eliminadas.

A seguir, serao obtidos os coeficientes de acoplamento para os nés localizados na face
(7,7, N), na aresta (i, M, N) e na quina (L,M,1). Os demais casos sdo, evidentemente,
similares.

Noés na face (i,7, N) Nos nos localizados na superficie inferior da regiao R, os volumes
correspondentes tém “metade” dos volumes referentes aos nés internos, conforme ilustra a
figura 5.5. Neste caso, o fluxo da corrente elétrica deve ser formado com a aplicagao da

f (5.4, k)

(63 +1.k) (i +1,4.k)

(i,4,k+1)

Figura 5.5: Elemento de volume associado ao né na superficie inferior da regiao R
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condicao de contorno mista a face voltada para a direcao +2. Assim, podemos escrever:
¢z,]k ds, _ Pic1jk — Pk - Ayj1Az,_q o AyjAzp_y
,], ,],k Aflfi_l i—1,j—1,k—1 4 i—1,5,k—1 4
z gk
(5.44)
¢i+1,j,k - ¢i,j,k [ ij—lAZk—l ijAZk—l
+ Axl Oij—1,k—1 4 04,5,k—1 4
¢z,g 1,k — ¢i,j,k P Az 1Az o Ax; Az
Ay] . i—1,j—1,k—1 4 i,j—1,k—1 4
Gij+ik — Pijk i Az 1Az Ax;Azp_q
+ 2 l o) i Sy — + k]
ij Oi—1,5,k—1 1 0i,5,k—1 1
Q%k: 1 ¢ij,k P Axi—lij—l o A%ij—1
AZk . i—1,j—1,k—1 4 i,j—1,k—1 4
Ax;_1Ay; Ax; Ay;
+ O'ifl,j,kflT] Uz‘,j,qu]
2k — zs Ax; 1Ay, Ax; Ay
— i, k| | Uz’—l,j—Lk—ll—]l + Uz‘,j—1,k—17j1
4 4
Ax;_1Ay; Ax; Ay;
+ O'i—l,j,k—lT] Uz‘,j,k—lTj
Assim, em termos da equacao (5.32), temos
ijk 1 ij—lAZk—l ijAZk_l
= — 1] ] —— i ] —— 5.45
“ Az Oi—1,j—1,k—1 1 Oi—1,5,k—1 1 ( )
ijk 1 ij—lAZk—l ijAZk_l
= ——|0ji1p1——— k] ————— 5.46
e Ag, | 71Ty e (5.46)
ijk 1 AZL‘Z_lAZk_l Al’iAZk_l
= — 1] ke il ] 5.47
—% Ay Oi—1,j-1k-1 1 Oij—1k—1 1 ( )
ijk 1 A{L‘Z_lAZk_l AfiAZk_l
_ i i ] ———— 5.48
+C'y Ay, Oi—1j k-1 1 Oijk—1 1 ( )
ijk 1 AIL’ZA:I/J Axiij—l
= — i i + 0 ] ———— 5.49
—z Azk_l O-’Lk ! 4 O-J Lk=1 4 ( )
Ax; 1Ay Ax; 1 Ay;
+ 0i—1,j—1,k—1# + Ui—l,j,k—lé
4 4
ijk
=0 (5.50)
+z
ijk ijk  ijk gk ijk gk ijk |z — 25| Azp_
Cz—{C+C+C+C+C}—C‘k 2' kol (5.51)
P —z  4x o~y +y -z —z r
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No6s na aresta (i, M, N) A figura 5.6 mostra o volume associado a um né localizado na
aresta (i, M, N). Este volume é “um quarto do volume associado aos nés interiores. O fluxo de
corrente pela superficie desse volume deve ser avaliado considerando as condig¢oes de contorno

(i, 7, k)

A
(i,j +1,k) (t+1,5,k)

(i,J,k+1)

Figura 5.6: Volume associado ao né da aresta (i, M, N)

do tipo misto aplicado as faces voltadas para as direcoes +¥y e +2. Assim, temos

¢z, k ¢z 1,7, ¢z, s Ay'—lAzk—l
// Ok dsijp ~ ]sz ) 2k i1t 1 — 1 (5.52)
1]k
Git14k — Pijk Ay; 1Az,
+ Al’l O04j—1,k—1 A
<Z5w 1,k — <Z5i,j,k o Az 1Azp_q o Ax; Az
Ay] . i—1,j—1,k—1 A i,j—1,k—1 A
_ ¢ ’ — Ys ’ o ' A%qﬁqu o AJZZ‘AZk,1
gk o 7" i—1,j—1,k—1 4 i,j—1,k—1 4
@;k L= Pigk | ATi1AYj Az Ay;
A,Zk . i—1,7—1,k—1 A i,j—1,k—1 A
_ |2k — 2] o Axi_ 1Ay o Ari Ay
ijkT o 7’ i—1,j—1,k—1 4 i,j—1,k—1 A
Os coeficientes de acoplamento ficarao, entao, valendo:
igk Ay 1Az,
= — 011l ——————— 5.53
_C;C Oi—1,j-1k-1 N ( )
ijk ijflAZkfl
= — 0 il 5.54
Jg Oij—1k—1 1Az, ( )
ijk 1 Az 1Az, Ax; Az
. = Ay Ui—l,j—l,k—l# +Ui,j—1,k—lfl (5.55)
= .
ijk  ijk
C=0C=0 (5.56)
+y +z
ijk 1 Axiij—l Axi—lij—l
= — —— |0 i 11— il ] ————————— 5.57
¢ Ao Oij—1,k—1 1 + 0i-1j-1k-1 1 ( )
ijk ijk  ijk gk igk z]k — Ys Ay ijk |z — Zs Az
Cz—[0+0+0+0]—{ ;= 9elBysmr Lo = = kq (5.58)
P - 4 -y =z -y T -z r



Meétodos Elétricos — Notas de aula 63

N6 de quina (L, M,1) Considerando a figura 5.7 representando o volume associado ao né
de quina (L, M, 1), seu volume é “um oitavo” do associado aos nés interiores. O fluxo de
corrente pela sua superficie envolvente é dado por:

(i,,.k)
(i, +1,k) i‘a oLk

(4,7, k+1)

Figura 5.7: Volume associado ao né da quina (L, M, 1)

¢z, k i1k — Dijk Ayj_1Az;
// Oijr—pnm dsijr & ijZ ) L Jifl,jfl,k]T (5.59)
zgk
— X Ay 1Az
_%kl '[ai_l,j_l,k Byl

¢z,g 1,k — ¢i,j,k oo lkAiUz'—lAZk
Ay] 1 ! J 4

A.ﬁlﬁi_lAZk

Y
— Pijik ‘T—S‘ [Ui—l,j—l,k 1

Gijk+1 — Pijk Ax;_ 1Ay
+ i1k —

Azk 4

Deve ser observado que aplicamos a condicao de fluxo de corrente nula a interface voltada
para a direcao —z, e a condigao do tipo mista as interfaces voltadas para as diregoes +& e
+vy. Assim, os coeficientes de acoplamento valem

ik ijk  ijk

O=0C=C=0 (5.60)
+z +y -z
ijk Ay] 1A2k

_ —k 61
—x ~ T Li—Lk 4Al‘z 1 (5 0 )
ijk Ax; 1Az

= Oy 5.62
g Oi-1,j-1k N ( )
igk Az 1Ay

= — Oy g I 5.63
g Oi—1j-1k ANz, ( )
ijk ijk ik ijk ijk o, — x| Axi_y ik |y — ys| A
Cz—{C+C+C]—{C’ |Azio v = vl Ay (5.64)
P - -y =z —x r -y r

Formulacao matricial

A equagao de diferencgas (5.32) pode ser escrita para todos os nés da regiao R, formando um
conjunto com LM N equagoes que, simbolicamente, podemos representar por

CPd=S5, (5.65)
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onde C representa uma matriz LM N x LM N contendo os coeficientes de acoplamento, ® é
o vetor com os LM N potenciais ¢; ;, desconhecidos, e S, o vetor contendo as fontes.

Considerando as expressoes de acoplamento obtidas e denominando por C, , cada elemento
da matriz C, podemos constatar que (i) C,, > 0, p = 1,2,...,LMN; (ii) C,, > |Cp4l,
p=1,2...,LMN, ou seja, C é diagonalmente dominante; (iii) C é simétrica, esparsa e
bandeada com, somente, seis codiagonais nao nulas.
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Capitulo 6

Polarizacao Elétrica Induzida

6.1 Historico

O assim reconhecido como fenémeno da polarizacao elétrica induzida tem sido relatado desde
o inicio do século XX por C. Schlumberger (Bertin e Loeb, 1976; Luo e Zhang, 1998)

Entretanto, a discussao sobre os fatores fisicos responsaveis sao bastante diversificados,
principalemente

ssim considernao asdf
asdf akjkajsf asdf
6.2 Fendomeno Macroscopico
6.3 Fenomeno Microscépico
6.4 Dominio da Freqiiéncia
6.5 Equipamentos
6.6 Formas de Representacao

6.7 Modelagem

6.8 Referéncias
Bertin, J. e Loeb, J. (1976) Experimental and theoretical aspects of induced polarization,
vol. 1, Gebriider Borntraeger, Berlin.

Luo, Y. e Zhang, G. (1998) Theory and application of spectral induced polarization, In: D. V.
Fitterman, ed., Geophysical Monograph Series, vol. 8, Society of Exploration Geophysi-
cists.
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Apeéendice A
Formulacao

e Gradiente

— Coordenadas cartesianas
— Coordenadas cilindricas

— Coordenadas esféricas

ou,. 10ua 1 Ou-

V=t e’ T e oo

e Divergente

— Coordenadas cartesianas

0A, N 0A, N 0A,
Ox oy 0z

— Coordenadas cilindricas

_10(rA,) 104,  0A,
V'A_r or +r8gb+8z

— Coordenadas esféricas

1 9(r?A,) 1 O(sinfAy) 1 04,
A= —
v r2  or + rsinf ol + rsinf 0¢

e Rotacional

— Coordenadas cartesianas

_[0A. 04y . 0A, 0A,\ . 04, 04\ .
VXA_(@y 82)X+(02 8x)y+(8x 0y)z

67



68 Hédison Kiuity Sato — CPGG/UFBA

— Coordenadas cilindricas

104, 04, . 0A, 0A, g§+1 d(rds) 0A, 5
r 0¢ 0z 0z or r

or 0¢p

VxA:(

— Coordenadas esféricas

VXA = 1(

rsin @

+

8(3111 9A¢) (9A9 ) 7

( 1 0A, 18(TA¢)>§
00 0o r

rsind 0o o or

1 (0(rAy) DA -
+?< ar _ae>¢

e Laplaciano

— Coordenadas cartesianas

0%u N 0%u N 0%u
022 0y? 022

.
S
|

— Coordenadas cilindricas
2o 10 (0u) 18u  Ou
o or \ or r20¢? 022

— Coordenadas esféricas

N or r2sin 6 00 00 72 sin? 6 O¢?

e Identidades vetoriais

Ax(BxC)=(CxB)xA=B(A-C)—C(A-B)

V(uv) = uVv + vVu
VIA-B)=Ax(VxB)+(A- V) B+Bx (VxA)+(B-V)A
V-(uA)=uV-A+A -Vu

V.- (AxB)=B-VxA-A-VxB

V x (uA) =uV x A — A xVu
Vx(AxB)=(B-V)JA+A(V-B)—(A-V)B-B(V-A)
Vx(VxA)=V(V-A)—(V-V)A

V x (Vu) =0

V- (VxA)=0

AxA=0

A-A=|APP= A+ A2+ A
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e Raizes da equacao cubica

Uma equacao ctibica, y® + py? + qy + r = 0 pode ser reduzida para a forma
2} +axr+b=0

através da substituigao o valor de y por z — p/3. Assim,

1 1
— —(Ba—pNeb=—(20°—9 27r).
a 3(q p)e 27(1) pq + 27r)

b b2 ad s/ b b2 ad
A= -2 42 B —2
\/2+\/4+27’ \/2 V3 Tam

os valores das raizes serao dadas por:

Considerando

(A+B
A+B A-B
rT=9 i + V=3
2 2
A+B A-B
("7 T VT

Se p, q,r sao reais, entao

— se b?/4 4 a®/27 > 0, existirdo uma raiz real e duas complexas conjugadas,
— se b?/4 + a3 /27 = 0, existirdo trés raizes reais sendo, no minimo, duas iguais, e

— se b*/4 4 a®/27 < 0, existirdo trés diferentes raizes reais.

No tdltimo caso, a solugao trigonométrica é mais ttil. Calculando o valor do angulo ¢

pela expressao
b a?
COS (b = — = - (—2—7) y

DO |

as raizes serao dadas por

2 —gcos?
3 3
r=1<Z 2 —% cos (? + 120°>
| a ¢
24 [ —= — + 240°
\ 3COS(3+ >

e Raizes da equacao quartica

Uma equagao quartica,
4 ar® + b’ +exr+d=0,

tem sua equacgao cubica resolvente

y® — by? + (ac — 4d)y — a®d + 4bd — ¢* = 0.



70 Hédison Kiuity Sato — CPGG/UFBA

Seja y uma raiz qualquer dessa equacao, e

Ia/2

Entao,

— se R # 0, faz-se

3a? 4ab — 8¢ — a3
D = |2X _pr_gyq 00T oCT
1 R b+ 1R , e
3a? 4ab — 8¢ — a3
FE o= /2% _pe_gpy 0o
1 R b+ 1R , ou

— se R =0, faz-se

2
D = 3%—2b+2\/y2—4d, e

32
E = %—21)—2 V2 — 4d,

e as quatro raizes da equagao original sao dadas por:



